
   در صفحهيقطب و قطب

  ياصل دوگان

  . دارد يمد نقش مهمدر آنچه که بعدا خواهد آر يه زيقض

نها آ يم و نقاط تلاقيره رسم کني ممکن را بر داي قاطع هايا ، همه جفتهSرهي ، ناواقع بر دا    P اگر از نقطه   .۱ه  يقض

 ـ ن 11BAوAB خطـوط    يم ، آنگاه نقاط تلاق    ي ، نشان ده   1Bو1A،B و A به طور نمونه با حروف     Sرا با   ـ   ي  يز نقـاط تلاق

  ). الف و ب ۱شکل (  قرار دارند pک خطي همه بر BA1 و1ABخطوط

   . شوديده مي نامSرهي نسبت به داp قطب خطP ، و نقطهP نقطهي قطبpخط  

 فوق العاده اش علت توجه ما را به آن يج ضمن ي نتا يد ، ول  ياي چندان جالب به نظر ن     ۱ه  يقض در بدو امر ممکن است      

  .ه خواهد کرديکاملا توج

 داخـل  P اگر نقطهرايم زياوري ب۱ه  ي قض ي برا ي دهند که برهان ساده ا     ي بخش قبل به ما امکان م      ′1 و 1يه ها يقض

 ←. ( را به مرکز آن بدل کند Pو′Sرهيک داي را به S تواندي مناسب مير مرکزيک تصوي، )  الف۱شکل (  باشد Sرهيدا

 يـک  11BABAچهار ضلعين حالت يرا در ايز.  است يهي بد۱ه ي باشد، قضS مرکزP کهيدر حالت ) . قبل، بخش  ۱ه  يقض

11 و 11ABAB،) همه زواياي آن رو به رو قطرند      ( مي شود   مستطيل   BAAB  ر نتيجه مکان مطلوب خـط بينهايـت      ، و د

 صادق باشد S در داخلPاز اينجا نتيجه مي گيريم که قضيه ما بايد به ازاي هر نقطه) .  الف ۲شکل . ( صفحه خواهد شد 

 متقاطع نيست ، بـه  S را ، که با   P، آنگاه يک تصوير مرکزي مناسب يک خط مار بر         )  ب   ۱شکل  ( باشد   SبيرونPاگر  . 

  .به يک نقطه در بينهايت بدل خواهد شدPخط بينهايت بدل مي کند و لذا 

  



              

  )ب(۱          شکل                                               )الف(۱شکل

  

BBAAين صورت چهار ضلعيرا، در ايز.  است يهي بد۱ه يت باشد ، قض   ينهاي در ب  ي نقطه ا  P اگر يول  ي ذوزنقه ا11

،و )  ب   ۲شـکل   ( ثابت انـد    ش  ي قاعده ها  يکه امتدادها ) ن  ي الساق ي متساو ي ، ذوزنقه ا   يعني( ره  يک دا ياست محاط در    

 عمود بر امتـداد قاعـده   S محور تقارن ذوزنقه يعني بر قطري از بر1ABوBA1و اقطار ،   11BA و AB اضلاع ينقاط تلاق 

  . نيز صادق باشدS واقع در خارجP به ازاي هر نقطه۱ ايجاب مي کند که قضيه اين امر. هاي آن واقع مي شوند 
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  )الف(۲             شکل                                                   )         ب(۲شکل

  

منطبق انـد ، و چهـار   P بر B و Aرا در آن صورت نقاط    ي شود ، ز   ي م ي معن ي ب ۱ه  يباشد ، مکان قض   S بر   Pاگر  



PBAبه مثلث   11AABB يضلع  شـود  ين مي نامعAB کنند و خطي م يتلاقP در   AB1وBA1 شود ، خطوط   يبدل م 11

Pک نقطه ي شود که اگر     يده م ي د ي ، به آسان   يول ) . ۳شکل  (  ـيست ، بـه هـر طر  ي نS که بر ′  ـ نزدP بـه يق ک شـود،  ي

p′يقطبP نسبت  (S واقع برP نقطهي است که قطبيعين طبيبنابرا ) .۳شکل (  شود يک مي نزدPدرS به مماس بر     ′

  .م ي کنيف مي تعرP درS برpرا مماس ) Sبه

 p آني باشد ، قطبSروني بPرد ، و اگر   ي گ ي قرار م  Sروني تماماً ب  S نسبت به  pي باشد ، قطب   SدرونPاگر    

،S  شود که اگر نقطه  ي ثابت م  يبه آسان ) ۱شکل  (  برد   ي را م Pرهيرون داي بSآني باشد، قطب pاست که نقـاط  ي ، خط 

  ) . ب ۱شکل (  را به هم وصل مي کند S برPمماس هاي مرسوم ازتماس 
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  ۳شکل

  

 شکل ←(ت باشد ينهاي در بي نقطه اPين حکم درست است وقت    يد که ا  ين مطلب توجه داشته باش    ي اثبات ا  يبرا

Pک نقطهي را به P کهير مرکزيک تصويرا ي شود ، ز   يجه مطلوب حاصل م   ياکنون نت ) .  ب   ۲  ـرا به S و ′  ـک داي  ′Sرهي

Pي را هم به قطبS نسبت بهPيبدل کند، قطب    .′S بري را به مماس هاS بري کند و مماس هاي بدل م′S نسبت به′

 ـ ، مرکز دا  O و Pني، بر خط واصل ب    Sرهيک دا ينسبت به   ′Sک نقطه   ي يقطب ،   pم که ي کن يملاحظه م    ، Sره ي



ن مطلـب ، از  يا. د ي فرود آp ، برS ، مرکزO واقع است که از ي ، بر عمود pک خط ي ، قطب    Pبه عکس ،  . عمود است   

  ) . الف و ب ۴شکل (  شود يجه ميتوجه به تقارن نت

 ـف ا ي ، در تعـار    Sره مفـروض  يک دا ي خط نسبت به     کين قطب   ييز تع يو ن  Pک نقطه ي يرسم قطب    م ين مفـاه  ي

 که ما بعـداً عمـل   ي توان با ستاره تنها انجام داد، موردين هر دو عمل را م يا) ) . ب(و  ) الف(۱ ي شکلها ←(ر است   مستت

  : است يه درباره قطب و قطبين قضير مهمتريه زيقض. م کرد يخواه

  

  

  )الف(۴شکل          

  

  

  )ب(۴شکل



  

 ـaز بر خطي نB ، قرار داشته باشد ،B نقطهي ، قطبb بر خطA اگر نقطه.۲ه  يقض  ، قـرار دارد  A نقطـه ي ، قطب

   ) .۵شکل (

 خواهد بود Sروني الزاماً بBباشد،Sره ي در داخل داينقطه اAرا اگر  يز. ف است   يم تعر يجه مستق ي نت يژگين و يا

 ـر اي قرار خواهد گرفت ، که مغاSروني تماماً بbين صورت قطبير اي؛ در غ)  الف۵شکل  (  کـه نقطـه   قـت اسـت   ين حقي

 1M، N وM را در نقاط  S وجود دارند که   B قرار دارد ، دو قاطع مار بر       Bي بر قطب  Aچون.  قرار دارد    b بر Aيداخل

NNMMي چهار ضلع  ي قطرها ي نقطه تلاق  A برند چنانکه  ي ، م  1Nو  ـ   ياما در ا  . است   11  BQ خـط Aين صـورت قطب

  .گذرد  مي BازA است ، و معني اين نکته اين است که قطبي11NMوMNنقطه تقاطع  Qاست ، که

  

               

  )ب(۵         شکل                                      )          الف(۵شکل

  



  

  )ج(۵شکل

  

تواند  يا مي Bدر آن حالت( قرار داشته باشد Sرون ي بAي کند وقتي را تمام م۲ه يک استدلال مشابه اثبات قض  ي

 ۵ است مثل شکل Sرونيا بي –م ي را با هم عوض کنBوAي است جاي، که فقط کاف) الف ( ۵ مثل شکل – باشد Sدرون

  . شود يجه ميج نت۵ از شکل ۲ه يباشد، برهان قضS از ي نقطه اAاگر) . ب(

  

 A نقطهي از قطبO باشد، فاصلهd ، برابر۱عاع ش به Sرهي ، مرکز دا   O از Aک نقطه يد که اگر فاصله     ي ثابت کن  .۱

  . خواهد بود d/1ي ، مساوa از خطيعني ، Sنسبت به

Sdرهيدارون  ي در ب  A اگر .حل )1(  ـ  a باشند ، آنگـاه    S بر A مرسوم از  يمماس ها ADوAC باشد و  <  ي ، قطب

OAa منطبق است و     CD ، بر  Aنقطه چون مثلـث  ) .  الف ۶شکل (  باشد OA وCDيطه تلاقنقPم ي کنيفرض م  . ⊥

OPOCOCOA متشابه انـد   OPCوOCAيها //  ـ = dOAOCOPاي /1/2  ـ ، کـه همـان چ      ==  کـه  سـت  ا يزي

  .م يم ثابت کنيخواست يم

SdبرAاگر     )1( Sdاخل در د Aاگر.  است   يهيه بد ي باشد، قض  = )1(  و عمـود  A است مار بريخطp باشد، >

 ـ  يمانند فـوق نت   ) .  ب   ۶شکل  (  واقع است    Sروني در ب  OA بر خط  P است ، پس   p قطب P ، و  OAبر  ـ گ يجـه م م يري



dOAکه dOAOPا  ي =1/ /1/1 ==.a ي قطبA  است که از   ي ، عمود P بر OA  نيبنـابرا .  شود ي رسم مOP  برابـر 

  . استd/1ن فاصله درستي است؛ اما اaاز Oفاصله

 a باشد ، فاصلهrرهي و شعاع داdبرابرO از Aم که ، اگر فاصلهيم ثابت کني توانيق ، ميرن طي به هم .ادداشت  ي  

dr برابرO ، ازAي، قطب   . است 2/
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  )ب(۶                   شکل                                           )      الف(۶شکل

  

۲ .AوB    ، دو نقطه اند aوbرهيک داين ها نسبت به آ ي هاي قطبS به مرکـز O؛ AP فاصـله Aاز bو ، BQ 

  :د که ينشان ده.  است aازBفاصله 

BQ
OB

AP
OA

=  

 قـائم  يذوزنقـه هـا  ) . ۷شـکل  (b و   OBي نقطه تلاق  1Qباشد ، و   a و   OAينقطه تلاق  1Pم  ي کن ي فرض م  .حل

ــالزوا ــا 1OBQP و 1OAPQهيـ 11بـ BOPOAQ  ـ∠=∠ ــر مــ ــ گيرا درنظـ ــسئله   . م يريـ ــب مـ ــه موجـ  ۱بـ

2ميدار
11 .. rOQOBOPOA ==.) r  ره  ي شعاع داS ( 11، لذا // OPOQOBOA  ـ  ينجا نت ياز ا  . =  شـود کـه     يجـه م

11تجانس  نسبت وO به مرکز  ک تجانس ي بر اثر    1OAPQ.( اند   ذوزنقه ها متشابه   // OPOQOBOAk و به دنبـال  ==

BQOBAPOAن  يبنـابرا .) مـده اسـت   آ به دست    1OBQP از AOBهيمساز زاو يبه ن آن يک تقارن نسبت      // =)OA 



  .م يم ثابت کني خواستي است که ميزي، که همان چ)  اضلاع متناظر ذوزنقه ها هستند يجفت هاBQو OB،APو
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  ۷شکل

  

۳.   

 بر خط   Sد که عمود مرسوم از مرکز     ي نشان ده  . باشد   Sرهي محاط در دا   يک چهار ضلع  ي ABCDميريگ .الف

  . گذرد يش مي قطرهاي از نقطه تلاقين چهار ضلعين نقاط اضلاع مقابل ايواصل ب

  .ديت کنباشد ثابSط بر ي محABCDين فرض که چهار ضلعيحکم بالا را با ا  .ب 

   .حل

 ي قطرها ي نقطه تلاق  R باشند، و  S در    محاط ي اضلاع چهار ضلع   ي تلاق ينقطه ها Qو  Pم  ي کن يفرض م  .الف

جـاب  يه مـا را ا ين امر قضيکه ا)  الف ۱۶ شکل ←( است PQ قطبR شود کهيجه مي نت۱ه  ياز قض . آن  

  .  کنديم

 ـر دابط ي محABCDي تماس اضلاع چهار ضلع    ي ، نقطه ها   1Dو1C و 1Bو1Aاگر    .ب  باشـد ، آنگـاه   Sره ي



1111 وABCDي چهار ضلعي قطرهاي تلاقينقطه ها DCBAواصل ين خط هايهم چن.  بر هم منطبق اند 

جـه  ينت) الـف (ه مورد بحث از قـسمت      يقض. ها بر هم منطبق اند       ي اضلاع مقابل چهار ضلع    ين نقطه ها  يب

  .شود  يم

  

 ـ بر دايي مماس هاAک ستاره تنها، از   يبا استفاده از    .  باشد   Sرهيرون دا ي در ب  ي نقطه ا  Aميري گ  .۴  رسـم  Sرهي

  .ديکن

  

 بر هم Aي ، قطبa باSي تلاقين نقطه هاي با خط واصل ب    Sرهيا بر د  A تماس دو مماس مرسوم از     ي نقطه ها  .حل

، را به A رسم مماس ها يبرا) .  ب ۱ شکل ←( با استفاده از ستاره تنها رسم شود  ي تواند به آسان   ي م aحال. منطبق اند 

  .م ي کنيوصل مS و aي تلاقينقطه ها

ک سـتاره تنهـا   يبا استفاده از  ) . ۸شکل ( با آن تقاطع مان يخطl باشد ، و Sرهيک داي از   ي قوس MNميري گ  .۵

  .د يدا کني را پS وlنقاط
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  ۸شکل



  

 ـک دا ي در   ي محاط يک چهار ضلع  ي 11AABBم که ي کن ي فرض م  .حل  در 1BB و1AAاگـر اضـلاع  . باشـد   Sره  ي

P    متقاطع باشند ، و اضلاعAB 11 وBAدر O1ي ، و قطرهاAB 1 وBAدر Qآنگاه ، pي ، قطبP  خـط ، OQ  خواهـد

 هر نقطه از ي قطبpلذا.  است11BA وABنسبت به دو خطP ي قطبp شود کهيجه مينجا نتياز ا) . الف ۹شکل . ( شد 

نسبت به خط AB قطبي هر نقطه 11BA کرد کهثابت توان ي ميبه آسان  .  است 11BA و ABي نسبت به خط ها    OPخط

π را بر يک صـفحه π از صفحهp وOP و11BA وABبراي اثبات ، چهار خط. [   است  p و OPهاي  جديـد تـصوير   ′

BAبه خط هـاي مـوازي       11BA و ABدر اين صورت  .  باشد   π که خط خاص   OPکنيم به گونه اي     مي 11BAو′′  OP ، و  ′′

POبه π ، خط بينهايت صفحه    ′′ BA از نوار حاصل به وسيله     ′p به ميان خط   p ، و  ′ 11BAو′′ بـدل  )  ب ۹۱۷۹شـکل   ( ′′

11BAبنابر تعريف قطبي يک نقطه نسبت به دو خط ،           . مي شوند    Pقطبي هر نقطه  ′′ BA واقع بر خط   ′  است نـسبت بـه      ′′

PO و ′pخط هاي   OP وp ، نسبت به خط هـاي AB ، واقع بر خطP قطبي پيشنگار نقطه   11BAاما در اين صورت     . ′′

  ] .است 
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سـتاره تنهـا رسـم    له ي را به وس 11BAم خط ي توان يداده شده باشند ، م    ABوp و   OPي خط ها  ين ، وقت  يبنابرا

 1A کـه ي واقع اند ، در حـال P بر B و A(م  ي کن ي را رسم م   ABبرP متقاطع در  1BBP و 1AAP دو خط  يعنيم ،   يکن

 ـ Oرا به 1AB و   1BAي خط ها  ي ، نقطه تلاق   Q، و )  واقع اند    OP بر 1Bو  ، وصـل  AB وpي خـط هـا  ي ، نقطـه تلاق

  .م يکن يم
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 ، و O ماننـد ي را در نقطـه ا l باشد که  ياري اخت ي خط pمي کن يفرض م . م  ي گرد ياکنون به حل مسئله خود باز م      

ن منطبق  تواند بر دو سر کمايبا کمان مفروض مp ي تلاقينقطه ها. ( ه است دي برN وMيکمان مفروض را در نقطه ها

 ـ کمتـر از     MN نباشـد و کمـان     lاب يموازpخط  ن است که    يم ا ي خواه يآنچه که ما م   . باشد    ـي  ـم دايک ن . ) ره باشـد ي

له سـتاره تنهـا رسـم    ي تواند به وسياست ، و مNوMدر نقاط S بر   ي مماس ها  يطه تلاق  ، نق  S نسبت به  pيPقطب

 ـ  ( BوA را در نقاط     Sرهي دا lم که ي کن يحال فرض م  . شود    ـ يـي م تع ي خـواه  يکه م و PA يخـط هـا   . ببـرد ) م  ين کن

PBرهيداS     1گري را در دو نقطه دA  1 وB۱۰شکل (  برند يم . ( ي خط هايم ، وقتيچنانچه در بالا نشان دادAB) ـي   يعن

l (وp    11مي تواني داده شده باشند ، مBAم که اگري شويادآور مي. م يها رسم کنن را با ستاره تlـ در خارج زاو   MOPهي

 گذرد و ي مMOPهياز داخل زاو   11BA، آنگاه )  برد   ي را نم  MN کمان ي برد ول  ي را م  Sرهي دا lن حال ،  يه در ا  ک( باشد  

 ـ) .  وجود ندارند B وAي برد ، و نقطه ها   ي را نم  Sرهي دا l صورت نيدر ا (  برد   ي را نم  Sايجه ،   يدر نت   را MNا کمـان ي

  . ، نقاط مطلوب اندl با1PBو1PAنقاط تقاطع .  برد ي م1B و1Aدرنقاط

 مماس است ، به عهده خواننده 1AدرS بر 11BA خطيعني بر هم منطبق اند ، 1B و1A کهي مشروح حالتيبررس 

 و OAي نسبت به خط هـا Pيقطبp ، مماس است ،     l و 1PA ، نقطه تقاطع   AدرSبر  lن حال   يدر ا .  شود   يگذاشته م 

1OA است.  

  

 رسـم دو خـط   ي تـوان بـرا  ي را م  ين خط کش  يچن . ي است با دو لبه مواز     ي خط کش  ي منظور از خط کش مواز      .۶

 ـ، )  الـف  ۱۱شـکل  . (  بگـذرد  BوA از دو نقطـه 1l خط کش باشد ويپهناaبه کار برد که فاصله آنها      2l و   1lيمواز ا ي

 ممکـن  aي به پهنايک خط کش موازيد که فقط با استفاده از      ينشان ده ) . ب  ۱۱ل  شک( بگذرد  Bاز  2lو  A از   1lنکهيا

  .شد ره رسم نشده باينکه دايدا کرد ، و لو اي پaشعاعوAره به مرکز مفروضي را با داl خط مفروضياست نقاط تلاق
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  )ب(۱۱              شکل                                         )       الف(۱۱شکل

  

ن يبنـابرا .  مماس شده است     a و شعاع  A به مرکز  Sرهي بر دا  B است که از   ي مماس 2lخط) ب ( ۱۱ در شکل    .حل

 ـ  S ، بر  Sرا بدون رسم  2l و   1l دو مماس  Bياريک نقطه اخت  ي از   يک خط کش مواز   يله  يم به وس  ي توان يم . م ي رسـم کن

، و S نسبت به  lقطبL باشد،   l از ينقطه ا Bم  ي کن يحال فرض م  ) .  باشد   SخارجBد  ي است که با   يعي؛ طب  ۱۲شکل  (

1m  2وm مرسوم ازيمماس ها Lبر Sباشند .Q1 ي حاصـل از خطهـا  ي چهار ضلعي ، نقطه تقاطع قطرهاl 2 وl1 وm و

2m  بر ، l    شود که  يجه م ينجا نت ياز ا .  واقع است BQ ) يعنيl ( يقطبL        1 ي است نسبت بـه خـط هـاl   2 وl  و ، BL 

   2l و 1lه شده اسـت و   دادl، چون  2l و 1lاست نسبت بهl هر نقطه ي قطب BLپس. 2l و   1l است نسبت به     Qيقطب

  .له ستاره تنها رسم نمودي توان به وسي را مBL توان رسم کرد ، خطيرا م

نقطـه  Lپـس    . S در خـارج   Lسـت از   ا يگـر ي نقطه د  Cم ، که  يدا کن ي را پ  CLم خط ي توان ي مشابه م  يبه روش  

 رسـم  يک خـط کـش مـواز   يله ي توانند به وسي ، که مS برL مرسوم از 2mو 1m يمماس ها. است CL و   BLيتلاق

  . برند يمYوX مطلوبي را در نقطه هاlشوند ،

  ] . رسم کرد S برL ازي توان مماسي واقع است ، و نمSاخل در دLرا نبرد ، آنگاهSره ي داlاگر[ 
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C  و ′B و ′A و نقاط  ABC مثلث ين راس ها  يبد که خطوط واصل     ي نشان ده   .۷ ن  ي اضلاع مقابل به ا ي، قطب ها  ′

  .  ، متقارب اند Sرهيک دايها نسبت به راس

 ـ بـر  Sري تـصو ي بـرا ير مرکزيک تصوياگر از .  باشد   Sرهي نسبت به دا   Aيقطب aم  يريگ .حل  ـک داي و Sره ي

ق مشابه ، يبه طر. ، بدل خواهد شد S نسبت به Aيقطبaبه خط aم ، آنگاه خط ي استفاده کنAک نقطهي بر Aريتصو

 b نگـاره b شـود ، کـه  ي ، بدل مS نسبت بهBي ، قطبbر به خطين تصوي ، بر اثر اS نسبت به  Bي ، قطب  bک خط ي

CBA وABCيحال اوضاع مختلف و ممکن مثلث ها. است    . م يري گيدر نظر مS را نسبت به ′′′

 ـً ، در داخـل دا A، مثلا   ∆ABC ي از راس ها   يکيدست کم   م  ي کن يفرض م  .۱  ي πصـفحه .  باشـد  Sرهي

πک صفحه ينمودار را بر      ـ S که بهيم به گونه اي کنير م ي تصو ′  ـک داي  ، Aبـه Aشـود و   لبـد  Sرهي

 ′Bاست ؛CB قطب ′A شود ، که در آني بدل م۱۳ر نمودار ما به نمودار شکل ين تصويبر اثر ا . Sمرکز

Cو  ـ از داBAوCA ي قطرهـا ي ، به قطب هـا ABوACي ، قطب ها ′  ـي ، Sرهي  ي بـه نقطـه هـا   يعن

C و ′Bتينهايب از ) .  ب ۲و شکل ۱۳ شکل ←( شوند يبدل مBAوCA عمود بر ي مربوط به امتدادها   ′

  ۱۲شکل



BB شود  که   يجه م ينجا نت يا CCو′ AAچون. هستند   ∆CBAي ارتفاع ها  ′  ∆CBAن ارتفـاع ي سوم ′

AAي، خـط هـا  )  واقـع اسـت      CB ، بر خـط    S ، مرکز  A بر عمود مرسوم از    CB قطب ′A(است    و ′

BB CCو′ AAجه يدر نت. رب اند  متقا′ BBو′ CC و′   . متقارب هستند ′

 مربـوط بـه   ين حال راس هـا يدر ا.  را نبردSرهي دا ABC از اضلاع مثلث   يکيم دست کم    ي کن يفرض م  .۲

CBA  ـ آورد ۱ را که در حالت      يم همان برهان  ي توان يد، و م  قرار دارن Sر داخل   د∆′′′ CBAيم ، بـرا   ي ′′′∆ 

 .م ياوريب
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  ۱۳شکل

  

 Sر خـارج  ک از اضلاع کاملا د    يچ  ي باشند و ه   S در خارج  ∆ABCيم همه راس ها   ي کن يبالاخره فرض م   .۳

  . شودي بدل مفصل قبل)ب(۱ه مسئله يه ما به قضين حالت قضيدر ا. نباشند 

  



111 و ABC دو مثلث  .۸ CBAيک دايرهS ثابت کنيد که اگر خـط هـاي واصـل بـين راس هـاي      .  داده شده اند

و قطب هاي متناظر به    ) Sنسبت به ( ∆ABC دو مثلث متقارب باشند ، خط هاي واصل بين قطب هاي اضلاع              متناظر اين 

111اضلاع CBA∆ نيز متقارب اند  .  

Cو′Bو′Aگيريم .حل 1C و′1Bو′1A و∆ABC قطب هاي اضلاع  ′ 111 قطب هاي اضلاع′ CBA∆نسبت به دايره S 

CB ، ۲به موجب قضيه     ) . ۱۴شکل  ( باشند   K است و  A قطبي ′′ CB ، نقطه تلاقي   ′ 11CB و ′′ بـه   . 1AA ، قطـب خـط     ′′

Mو′Lطريق مشابه،    CA ، نقطه هاي تلاقي خط هاي      ′ 11CA و′′ ′′، BA 11BA و′′  1CCو1BB ، قطب هـاي خـط هـاي   ′′

LKبنابراين. هستند Mمـي گـذرد   O ، از 1CCچون ، بنابر فرض   .  ، خواهد شد     1BBو1AA، نقطه تلاقي  O قطبي   ′′ ′ ،

LKبر خط 1CCقطب   Kاز اين رو نقطه هاي      .  قرار دارد    ′′ Mو′Lو′  هم خط اند ، و لذا ، به موجب قضيه دزارگ  ، خط              ′

1AAهاي 1BB و′′ 1CC و′′   . متقارب اند ، که همان چيزي است که مي خواستيم ثابت کنيم ′′
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  ۱۴شکل

  

ش گويند هر گاه اضلاع ان قطبـي هـاي راس هـاي مقـابلش           را نسبت به يک دايره قطبي معکوس خود        ي مثلث  .۹



دايره منحصر به فردي وجود دارد که اين مثلث نسبت به آن   ABCثابت کنيد که به ازاي هر مثلث منفرج الزاويه          . باشند  

يک مثلث قائم الزاويه يا حاده .  است ∆ABCقطبي معکوس خودش است ؛ و نيز مرکز اين دايره نقطه برخورد ارتفاع هاي   

  .الزاويه به هيچ دايره اي قطبي معکوس خودش نيست 

 ) . ۱۵شـکل  (  است ، در نظر مي گيريم Oبه مرکزSرا ، که قطبي معکوس خود نسبت به دايره   ABC مثلث   .حل

 BQ بر دو ارتفاع ديگـر Oهم چنين.  واقع است ∆ABC ازAPبر ارتفاعO عمود است ،     OA ، بر  A، قطبي BCچون  

به علاوه ، چـون هـر سـه جفـت از نقطـه هـاي       .  است ∆ABCمحل تلاقي سه ارتفاعOبنابراين .  نيز واقع است   CRو

AوP،BوQ،CوRدر يک طرفO، قرار دارند ABC∆ منفرج الزاويه است و منحصر به فرد بودن دايره S که مثلث ،

 نقطـه تلاقـي   O، از اين امر ناشـي مـي شـود کـه مرکـزش           نسبت به آن قطبي معکوس خودش است         Tمنفرج الزاويه 

OROCOQOBOPOAr با رابطه  R است ، و شعاعش    Tارتفاعات ...2 ) . .۱ مـسئله  ←( مـشخص مـي شـود    ===

مي تـوان بـه آسـاني     . نتيجه مي شود    OCPوOBP   ، OARوOAQاي  تساوي سه حاصلضرب اخير از تشابه مثلث ه       [

CBARrتحقيق کرد که  coscoscos2=که ،Rشعاع دايره محيطي ABC∆ است [ .  

  

  

  ۱۵شکل



 محاط کنيم ، مثلثـي کـه   S ايجاب مي کند که اگر يک چهار ضلعي را در يک دايره     ۱دآوري مي کنيم که قضيه      يا 

قطبـي  Sراس هاي آن نقاط برخورد قطرهاي اين چهار ضلعي و نقاط برخورد اضلاع رو به روي آن هـستند ، نـسبت بـه        

محـيط کنـيم ، مثلثـي کـه دو     Sهم چنين اگر يک چهار ضلعي را بر يک دايره          ) .  الف   ۱۶ل  شک( معکوس خودش است    

 Sضلعش بر قطرهاي اين چهار ضلعي و ضلع سومش بر خط واصل بين نقاط تلاقي اضلاع مقابل آن واقع اند ، نـسبت بـه          

  ) .ب  ۱۶شکل ( قطبي معکوس خودش مي باشد 
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  )ب(۱۶شکل

  

شـکل  S، راس هاي چهار ضلعي محاط در )ب (۱۶ در شکل   Sاگر نقاط تماس اضلاع چهار ضلعي محيط بر دايره         [

منطبق مي شـود ؛ اثبـات ايـن    ) الف  (۱۶ در شکل ∆PQRبر)  ب  ( ۱۶در شکل  ∆PQRگرفته شوند ، آنگاه     ) الف   ( ۱۶

 ايجاب مي کند که هر دو مثلث مورد نظر منفرج الزاويه باشـد و  ۹نتيجه مسئله .] حکم به عهده خواننده گذارده مي شود  

  .  منطبق باشد Sنقاط برخورد ارتفاعات آنها نيز بر مرکز

ت به دايره به ما اجازه مي دهد که نوعي تبديل از صفحه را ، که در اثبات بسياري از قضايا مفهوم قطبي نقطه نسب    

 شکل مسطحي که از نقاط و خطوط تشکيل شده است F دايره ثابتي باشد وSفرض مي کنيم . مفيد است ، تعريف کنيم      

Fشکل  .   است در نظر مي گيريم Sنسبت به دايرهF و هر خطش قطبي يک نقطه     Fرا که هر نقطه اش قطب يک خط       ′

Fتبديلي که شکل    .  بعضي اوقات . يا تبديل قطب و قطبي مي ناميم متناظر مي سازد قطبي معکوس سازي      Fرا با شکل  ′

  .ما اصطلاح تبديل قطبي را نيز به کار خواهيم برد

البته قطب و قطبي تبديلي به معنايي که ما تاکنون به کار برده ايم يعني ، نگاشتي که نقاط را به نقاط بدل مي کند   

از ايـن  . ت که خط ها و نقطه ها را با هم عوض مي کند  بنابر تعريف ، قطب و قطبي نگاشتي اس       . نيست  ) تبديل نقطه اي    ( 

در آنچه کـه در   . تفاوت دارد   ) حرکات ، تشابهات ، تصاوير      ( قرار ، قطب و قطبي با همه تبديل هايي که تاکنون ديده ايم              



  .زير مي آيد ما به موارد ديگري از تبديل ها برخواهيم خورد که تبديل هاي نقطه اي نيستند 

بـه  . از قطب و قطبي کرديم ، تا آنجا که به مسائل زيرين مربوط مي شود ، کاملاً رضايت بخـش اسـت                     تعريفي که   

علاوه قطب و قطبي را بايد تبديل صفحه به خودش ، يا بهتر بگوييم ، تبديلي در مجموعـه اي از نقـاط و خطـوط صـفحه           

 ، نقاطي که بر يـک  ۲ به علاوه ، به موجب قضيه  .بگيريم که هر نقطه را به يک خط و هر خط را به يک نقطه بدل مي کند                   

در قطب و قطبـي ،  ). الف ۱۷شکل  ( مي گذرند    l، نگاره خط  L قرار دارند به خطوطي بدل مي شوند که از يک نقطه           lخط

 بدل مي شود کـه بايـد پـوش    Γمجموعه اي از نقاطش تلقي مي شود ، به يک منحني جديد به عنوان   ، که γيک منحني 

  )  ب ۱۷شکل ( مماس هايش انگاشته شود 
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  )الف(۱۷شکل

  



  

  )ب(۱۷شکل

  

ز  ، با اسـتفاده ا ۱يادآوري مي کنيم که تبديل قطب و قطبي يک صفحه به خودش را مي توان بدون توسل به قضيه      

π و πگيريم: ترسيم گنجسنجي به شرح زير ، تعريف کرد       نقطه اي متساوي الفاصله از هر Mدو صفحه موازي باشند و ′

 را که به طريـق زيـر بـه دسـت     aيک خط) . M ، پاي عمود مرسوم از Oبه جز ( π ازAبه هر نقطه ) . ۱۸شکل ( دو    

 عمـود مـي کنـيم ، فـصل     l را بـر λ صفحهM را مي گذرانيم ؛ از نقطهl خطA و Mبر نقاط : آيد مربوط مي کنيم      مي

π وλمشترک صفحه a را ′ πحال . مي ناميم ′   » چکانيم مي  « πرا بر صفحه′
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  ۱۸شکل

  

πيعني تصوير قائم  (   a، بدين ترتيب )  به دست مي آوريم π را بر صفحه  ′ کنيم  بدل ميπ در صفحه aرا به خط′



 متناظر مي سازد ، قطب و قطبـي نـسبت بـه دايـره بـه      A را با نقطهaتبديلي که خط مي توان نشان داد که   يبه آسان . 

ننـده  در اينجا فرصتي نيست که ما از اين نتيجه استفاده کنيم و اثبات آن را به عهـده خوا                  .  است   OM و شعاع  Oمرکز

به آساني مي توان همه ويژگي هاي قطب  قطبي را از تعريفي که هم اکنون استخراج کنيم ؛ توصيه مي کنـيم        . گذاريم   مي

  .که خواننده سعي کند خود آن را آزمايش نمايد 

واقعيت مهم تر اين که قطـب و        . تبديل قطب و قطبي اغلب مي تواند يک مسئله را به مسئله ساده تري بدل کند                 

براي روشن ساختن اين مطلب ، . بي به عنوان وسيله اي براي به دست آوردن نتايجي تازه از نتايج قديم به کار مي رود قط

اشاره مي کنيم که وقتي ما تصاوير مرکزي يا موازي را براي حل مسائل در بخش هاي پيشين به کار بـرديم ، منظـور مـا                          

و قتي ما از قطب و قطبـي اسـتفاده مـي کنـيم ،     . همان مسئله بود   تبديل يک مسئله مفروض به حالت خاص ساده اي از         

معمولا به حالت خاصي از مسئله مفروض نمي رسيم ؛ زيرا تبديل قطب و قطبي با گذاردن خط به جاي نقطه ، و نقطـه بـه                  

 و قطبـي را  از اينجا نتيجه مي شود که هر گاه تبديل قطـب         .  به شکل کاملا متفاوتي بدل مي کند       اجاي خط ، يک شکل ر     

. براي شکلي که به گزاره اي مربوط مي شود به کار بريم ، شکلي به دست مي آوريم که به گزاره تازه اي مربوط مي شـود              

اگر گزاره تازه . اين گزاره تازه ممکن است از گزاره اصلي ساده تر باشد و با اثبات آن ، گزاره اصلي را نيز ثابت کرده باشيم 

لي نباشد ، باز هم استفاده مي کنيم ، زيرا يک برهان براي يکي از آن گزاره ها ، برهاني معتبـر بـراي      ساده تر از گزاره اص    

  . ديگري نيز هست 

وجود جفت هاي قضايايي . هر دو قضيه حاصل از يکديگر به کمک قطب و قطبي قضاياي دوگان ناميده مي شوند                   

عروف است ، که ما بعدا به وسيله مثـال هـاي زيـاد آن را نـشان        که هر يک از آنها دوگان ديگري است به اصل دوگاني م           

  . خواهيم داد 

اصل دوگاني ، که بر اساس مفهوم قطب و قطبي در صفحه نهاده شده ، به ما امکان مي دهد که با تعويض واژه هاي                   

 ۱قطبـي از قـضيه   در آغاز اين بخـش در تعريـف قطـب و       . از يک قضيه قضيه تازه اي به دست آوريم          » خط  «و  » نقطه«



اهميت آن آنقدرها در اين نيست که به ما امکان مي دهد با هر نقطه يک خط معين و با هـر خـط نقطـه                 . استفاده کرديم   

 را کـه  p محور تقارنPمثلا ما مي توانيم به يک نقطه. (  اين گونه تناظرها کاملا عادي هستند-.معيني را متناظر سازيم    

نهايت را، و با يک نقطه در بي نهايت خـط مـار         ط بي مثلا خ O معين مي شود ، مربوط کنيم ؛ با          O و نقطه ثابتي چون    Pبا

 بلکه در اين است کـه بـه مـا        –) سيله آن معين مي شود مربوط سازيم        نهايت به و  ، عمود بر امتدادي را که نقطه بي        Oبر

از آنجا نتيجه مي شود کـه هـر   . ه مي دهد به يک نقطه واقع بر يک خط ، خطي مار بر نقطه متناظرش را مربوط کنيم            اجاز

يک نقطه و خط مار بر منحصر به فرد ، و به ) نقطه( يک خط ) خط(تناظري از نوع اخير ، يعني هر تناظري که به يک نقطه            

 ، و Sآن يک خط و يک نقطه واقع بر آن را مربوط سازد مي تواند به وسيله يک تبديل قطب و قطبي نسبت به يک دايره                 

  .احتمالا يک تصوير مرکزي صفحه بر روي خودش ، يا يک نيم دور و يک تصوير مرکزي تحقق يابد 

 است اين اثر را بر خواننده گذاشته باشيم که تبديل هاي قطب و قطبي اصولا وسيله                 ما ممکن . يک توضيح ديگر      

اي براي به دست آوردن قضاياي جديد از قضاياي قديم اند ، در حالي که تصويرهاي موازي و مرکزي منحصراً بـه عنـوان                

نيـست ، زيـرا چنانکـه در بـالا     اين تشخيص کاملا درستي . تکنيک هايي براي اثبات حکم هاي هندسي به کار مي روند           

متذکر شديم ، تبديل هاي قطب و قطبي مي توانند اغلب براي اثبات حکم هاي هندسي مفروض مورد استفاده قرار گيرند            

تصاوير مرکزي و موازي تصادفاً براي به دست آوردن قضيه هاي جديد از قضيه هاي قـديم  . و چنانکه توضيح خواهيم داد     

شويم   استفاده از يک تصوير مرکزي يا موازي براي نمودار يک قضيه ، اغلب به قضيه تازه اي هدايت ميبه کار مي روند ، با

مثلا، قـضيه اي از  ( قضيه اي را در نظر بگيريد که فقط متضمن مفاهيمي باشد که بر اثر تصاوير موازي محفوظ مي مانند               . 

واند قضيه تازه اي به دسـت دهـد    راي چنين قضيه اي نمي ت  روشن است که به کار بردن تصوير موازي ب        ) . هندسه آفين ؛  

.) کند  درست مانند حرکت، که وقتي براي نمودار يک قضيه به کار برده مي شود ، هرگز ما را به قضيه تازه اي هدايت نمي(

ر مـوازي  ولي ممکن است ما ره به حالت خاص ساده اي از همين قضيه هدايت کند ؛ از سوي ديگر ، استعمال يـک تـصوي       

براي نمودار قضيه اي که شامل مفاهيمي غير از مفاهيم آفين باشد ، ممکن است قضيه اي تازه بدهد ؛ مثلا از تصوير يـک          



شود ،  ه يک مثلث قائم الزاويه مربوط مي      مثلث قائم الزاويه بر يک مثلث متساوي الاضلاع ، مي توانيم از هر قضيه اي که ب                

هم چنين استفاده از تصوير مرکزي براي قضاياي آفين ممکن است ما را به قضيه هاي تازه        . قضيه تازه اي به دست آوريم       

روي هم رفته ، بهتر است بگوييم که تصاوير موازي و مرکزي بيشتر         . اي سوق دهد ؛ مثال هاي مناسب قبلا داده شده اند            

  .ه دست آوردن قضاياي جديد از قضاياي قديم اوقات براي اثبات قضايا به کار مي روند ، و تبديل هاي قطب وقطبي براي ب

عني در صفحه اي که بـا  نکته مهمي که بايد به آن اشاره کنيم اين است که اصل دوگاني فقط در صفحه تصويري ، ي   

 را به خط بينهايت و S ، مرکزSتبديل قطب و قطبي نسبت به يک دايره     ( تکميل شده صدق مي کند      » نهايت  عناصر بي «

علت آن است که اصل دوگاني به ما اجازه مي دهد در گزاره هاي هندسي           ) . نهايت بدل مي کند     قطرهاي آن را به نقاط بي     

پـيش از معرفـي   . مـي آورد   دیدپنقاط و خطوط را با هم عوض کنيم و بنابراين ، به تعبيري ، هم ارزي نقاط و خطوط را      

خط هاي بدون ( ت، نقاط و خطوط به هيچ وجه هم ارز نبودند ، زيرا اگر هم ارز بودند ، وجود خط هاي موازي          نهايعناصر بي 

، ) ، يعني نقاطي بي آنکه خطي بر آنها بگذرد         » خط مشترک   « نقاطي بدون يک    ( ،  » موازي  « وجود نقاط   ) نقطه مشترک   

نهايت ، حالت خاص خط هاي موازي را از بين مي برد؛  عناصر بي وارد کردن   . جود ندارند   را موجب مي شد و چنين نقاطي و       

اشتراک دارند ، و ) يک نقطه معين يا يک نقطه بي نهايت (در صفحه تصويري دو خط همواره در يک نقطه منحصر به فرد           

  . دو نقطه همواره خط منحصر به فردي را مشخص مي کنند که بر هر دوي آنها مي گذرد 

 که تقارن ويژگي هاي اساسي نقاط و خطوط صفحه تصويري که در بالا ذکر شد ، اصل دوگاني ،           اد د نشان مي توا ن  

و » خط « و » نقطه « از يک قضيه قديمي را ، با تعويض اصطلاحات        ) دوگان(يعني امکان به دست آوردن يک قضيه جديد         

ات يک قضيه هندسي ، آن را به قضيه ساده تري زيرا در اثب.ايجاب مي کند » مي گذرد بر « و » قرار دارد بر   « اصطلاحات  

بدل مي کنيم، که ، به نوبه خود ، باز به قضيه ساده تري بدل مي شود و هکذا تا اينکه به ساده ترين گزاره هاي هندسي ،                         

 اما در صفحه تصويري ويژگي هاي اساسي     . يعني اصول موضوعه ، که بدون اثبات مسلم در نظر گرفته شده اند مي رسيم                

قـرار  « و اصـطلاحات    » خط  « و  » نقطه  « يعني ، اگر در اصل موضوع مفروضي اصطلاحات         . نقاط و خطوط کاملاً هم ارزند       



را با هم عوض کنيم ، گزاره معتبري به دست مي آوريم ، شايسته است که اين گزاره هـا را در   » مي گذرد بر    « و  » دارد بر   

ولـي در آن  .  دوگان نيز هست   –اصل از اصول موضوع طولاني باشد ، خود         وقتي فهرست ح  . عداد اصول موضوع بگذاريم     

يک قضيه جديدي است معتبر ، عيناً مثل قضيه اصلي قابل اثبات است جز اينکـه حـالا   ) معتبر ( صورت دوگان هر قضيه     

  .  ايم ، برمي گردد فرايند برهان به اصول موضوع دوگان ، به آن اصول موضوعي که در برهان قضيه اصلي به آنها رسيده

وقتي از تبديل هاي قطب و قطبي استفاده مي کنيم ، بيشتر از موقعي که از قضاياي هم ارزي و         . يک توضيح ديگر    

زيرا استفاده از ايـن هـم   . ويژگي هاي اساسي نقاط و خطوط استفاده مي کنيم ، مي توانيم به قضاياي دوگان دست يابيم               

به منظور به دست آوردن قضيه هاي دوگان به قـضايايي   ) ول موضوع دوگان نهاده شده      که در وجود جفت هاي اص     ( ارزي  

و ) ب(از سوي ديگر ، ويژگي هاي ) . زيرا اين مفاهيم دوگان ندارند ( محدود شده است که متضمن زاويه يا فاصله نيستند   

 دوگاني را براي رده بيشتري از قضايا بـه  تبديل قطب و قطبي که بعداً داده خواهد شد به ما امکان مي دهند که اصل      ) ج( 

  .کار بريم 

  :مهمترين آنها عبارت است از . اکنون برخي از ويژگي هاي تبديل قطب و قطبي را در نظر مي گيريم 

 بـدل  a واقع برB و يک نقطهa يک خط را بهA مار برb و يک خطAتبديل قطب و قطبي ، يک نقطه       .الف

  ) ۱۹شکل . (مي کند 
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  ۱۹شکل



  .است ۲اين ويژگي تبديل قطب و قطبي ، يک نتيجه مستقيم قضيه 

را بـه سـه   l واقـع بـر يـک خـط     CوBوAايجاب مي کند که تبديل قطب و قطبـي ، سـه نقطـه            ) الف(ويژگي

 ـ( و به عکس ، سه خط متقارب )  الف ۱۷ شکل  و نيز←؛۲۰شکل ( بدل کند Lمار بر يک نقطه   cوbوaخط ر يـک  مار ب

  .رابه سه نقطه همخط بدل مي کند ) نهايت نقطه معين يا يک نقطه در بي
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  ۲۰شکل

  

را )الف(۱۹ه مساله يقض مثلا .اين واقعيت به ما اجازه مي دهد که قضاياي تازه اي از قضاياي مفروض به دست آوريم 

باشـند ،   )  مـي نمـاييم      ∆Tکه آن را براي اختصار با      ( ∆ABC نقاطي بر اضلاع   1Cو1B و 1Aهر گاه  : ميري گ يدر نظر م  

نقـــاطي 2C و 2B و2Aمتقـــارب باشـــند و هرگـــاهO در يـــک نقطـــه 1CC و1BB و1AAچنانکـــه خطـــوط

)(1111اضلاعبر CBAT  2AAمتقارب باشند ، آنگاه خطوط1O در 21CC و21BB و21AA باشند به طوري که خطوط    ∆∆

ما يک تبديل قطب و قطبي بر اين قضيه اعمـال  ) ) . الف (۲۱شکل (  هم در يک نقطه متقارب خواهند بود   2CC و 2BBو

 T ي آن قطبي هاي راس هـاي مثلـث  cوb و a بدل مي شود که اضلاعt به يک مثلثTدر اين حالت مثلث. مي کنيم   

 ، خطوط واصل بـين   1cو1bو1a که اضلاعش ،   1t به يک مثلث   1Tو مثلث .  بدل مي شود     o به يک خط   Oهستند ؛ نقطه  

 و 2B و2A بدل مي شود ، و نقاط      1o به خط  1O هستند ؛ نقطه   t با اضلاع مقابل مثلث    o و نقاط تلاقي   tراس هاي مثلث  



2C2به خطوطa2 وb 2 وc1اصل  بين راس هاي، وt 1 و نقاط تلاقيo1با اضلاع مقابل مثلثt )  ب ۲۱شکل . (  

متقارب اند ، از آنجا نتيجه مي گيريم که نقاط برخورد جفت هاي 2CC و  2BB و 2AA خطوط ياچون طبق قضيه    

  :يم لذا به قضيه زير هدايت مي شو.  هم خط اند 2c و2b، c و2a، b وaخطوط

 t با اضلاع مقابل   o و محل برخورد يک خط     tمثلثي باشد که اضلاعش بر خطوط واصل بين راس هاي مثلث          1tاگر  

 با اضـلاع  1o و نقاط برخورد يک خط   1t مثلثي که اضلاعش بر خطوط واصل بين راس هاي مثلث          2tقرار داشته باشند ، و    

اين قضيه ، قضيه اي اسـت کـاملا   . خط اند ، هم 2t وtواقع باشند ، آنگاه نقاط برخورد اضلاع متناظر مثلث هاي1tمقابل  

تازه که با يک نمودار تازه شرح داده شده است ، ولي ما به ارائه برهان مستقلي براي اثبات آن نياز نداريم ؛ صـحت آن از               

از تبـديل قطـب و قطبـي نتيجـه          ) الف  (  و ويژگي    ک صفحه يک صفحه بر    ي يرمرکزيبخش تصو )الف   ( ۱۹قضيه مسئله   
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  )ب(۲۱شکل

  

 ۱۱ ؛  ۱۰؛  ۹؛  ۶؛  ) ب(و  ) الـف    ( ۵؛  ) ب  ( و  ) الـف    ( ۱ از به کار بردن تبيدل قطب و قطبي براي قضاياي مـسائل               .۱۰

   چه قضايايي به دست مي آيند ؟ک صفحهيک صفحه بر ي يرمرکزيبخش تصو۱۲؛

و ، در نتيجـه کـافي   ( به يکديگر بدل مي شوند   ) ب ( ۱و  ) الف  ( ۱ بر اثر تبديل قطب و قطبي قضاياي مسائل          .حل

 و ۶قضيه مـسئله  . نيز به همديگر بدل مي شوند ) ب  ( ۵و ) الف(۵قضاياي مسائل ) . است فقط يکي از آنها را ثابت کنيم   

زيـرا  در اينجا استفاده از يک تبديل قطب و قطبي به هيچ نتيجه تازه اي منجر نمي شود ؛   . عکسش به هم بدل مي شوند       

چون اين (  نيز به يک قضيه هم ارز بدل مي شود ۷قضيه مسئله  ) . ۶ تبصره پس از راه حل مسئله ←(دو حکم هم ارزند 

  )  مراجعه کنيد همان بخش۷است ؛ به راه حل مسئله ۶قضيه در واقع عيناً مثل قضيه مسئله 

  



  

  ۲۲شکل

  

 به نتايج جديدي منجر نمي شود ؛ بر اثر تبـديل         ۱۰و  ۹طبي در قضاياي مسائل     هم چنين ، کابرد تبديلات قطب و ق       

جز اينکه در بيان قضاياي جديد حاصل بر اثـر دوگـاني کـردن قـضاياي     ( قطب و قطبي اين قضايا به خود بدل مي شوند          

 ـ   » مثلث هاي منظري    « ، اصطلاح   ک صفحه   يک صفحه بر    ي يرمرکزيتصومذکور در بخش     اي منظـري از    به معني مثلث ه

عبير به اثبات قضايا لطمه اي نمي زند ، از قضيه دزارگ ، که تخط راست است نه از يک نقطه ؛ اين مطلب که اين تغيير  يک

  ).هم ارزي دو مفهوم را ثابت مي کند ، ناشي مي شود

111وABCاگـر سـه مثلـث     :  بر اثر يک تبديل قطب و قطبي به قضيه زير بدل مي شود               ۱۱قضيه مسئله    CBA و 

222 CBA ــه ــند ک ــان باش ــفحه ، چن ــک ص ــع در ي ــط ،2A و1A وAواق ــک خ ــر ي ــک 2B و1B وB وq ب ــر ي  ب

، آنگاه سه خطي کـه بـه موجـب         ) ۲۲شکل  ( متقاطع باشند   p،q،rخطوط واقع ،و  P بر يک خط   2Cو1CوCو،rخط

111وABCقضيه دزارگ نقطه هاي تلاقي اضلاع متناظر مثلث هـاي        CBA،ABC222 و CBA، 111 CBA222و CBA ، 

به عبارت ديگر ، اگر مراکز تصوير منظري سه زوج مثلث منظري منطبق باشـد ، محورهـاي              . ند  را بر خود دارند متقارب ا     

  .تصوير منظري آنها متقارب اند

  



يـک راه  .) که خواننده بايد سعي کند آن را بيـان نمايـد  (  به يک قضيه هم ارز آن بدل مي شود        ۱۲قضيه مسئله     

 که از احکام آنها نتيجـه مـي شـوند، دوگـان             ۱۲تفاوت از بيان مسئله     پرداختن به ان، توجه به اين امر است که دوشق م          

  .يکديگرند 

  

۱۱.  n 1خط متقاربl 2 وl   و...  وnl و n 1نقطهM   2 وM  3و...وM        يک  .  در يک صفحه داده شده اندn  ضـلعي

nAAAA  و 2M و1M واقـع باشـند و اضـلاعش از نقـاط          nlو...  و 2l و 1lرسم کنيد که راس هايش بر خطـوط       321....

  . بگذرند nMو...

بنابراين يک راه حـل     .  است   ک صفحه يک صفحه بر    ي يرمرکزيتصو، بخش   ) ب (۸ اين مسئله دوگان مسئله      .حل

...  و 2l و1lخـط هـاي   . نقطه اسـت  n خط و nبراي ) Sنسبت به يک دايره ( آن به کار بردن يک تبديل قطب وقطبي         

و ... و 2m و1m خـط n بـه nM، و...و2M و 1Mنقطـه  nبدل مي شوند ، و nLو ... و   2L و 1L نقطه هم خط   nبهnlو

nm .  کـه چگونـه در يـک        ) ) ب(۸مـسئله   ( انـيم   اما مي دn          1ضـلعي حاصـل از خـط هـايm 2 وm   و ... وnm  يـک

nــلعي nBBBض ــاي   21... ــه ه ــلاعش از نقط ــه اض ــيم ک ــاط کن ــد nLو ... و 2L و1L مح ــس. بگذرن ــلعي nپ  ض

nAAAمطلوب nBBBضلعيn از 21...   .دست مي آيد  به S بر اثر تبديل قطب و قطبي نسبت به يک دايره21...

nBBBضلعي کمکي nاين مسئله را از راه ديگري که به رسم           يعنـي ،  . نيازي نباشد نيز مي توان حـل کـرد    21...

)1(را حل مي کرديم ثابت کرديم که اگر   ) ب ( ۸وقتي مسئله    −nراس يک n1( ضلعي بر( −n    خط ثابـت قـرار داشـته 

اين خط .  قرار خواهد گرفت l امين راس آن بر يک خط معينnنقطه ثابت هم خط بگذرند ، آنگاهnباشند ، و اضلاعش از 

اصل دوگاني به ما امکان مي دهد که چنين نتيجه بگيـريم کـه اگـر    . ضلعي ها پيدا کرد    nرا مي توان با رسم دوتا از اين         

1−n    ضلع يکn   1(ضلعي از( −n1نقطهM 2 وM1و...و−nM رند و راس هاي آن بر بگذn  1 خط متقـاربl2 وl و  ...

مولي است ، يا نقطـه   يا يک نقطه معM. ( مي گذرد M امين ضلع آن از يک نقطه ثابت       nقرار داشته باشند ، آنگاه    nlو



 از nAA1 ضلعnM بهMاز وصل. ضلعي ها پيدا کرد    n را مي توان با رسم دوتا از اين          Mنقطه) . نهايت  اي است در بي   

n ضلعي مطلوبnAAA  نقطه اي معمولي Mاگر. ضلعي ديگر اشکالي ندارد nتعيين بقيه اضلاع .  به دست مي آيد  21...

. منطبق باشد ، مسئله نامعين است nM بر Mراگ.  منطبق نباشد ، مسئله يک جواب منحصر به فرد دارد        nMباشد و بر  

 مشخص  nMنهايت باشد ، آنگاه مسئله يک جواب منحصر به فرد دارد اگر امتدادي که به وسيله               نقطه اي در بي   nMاگر  

  . ، در غير اين صورت مسئله جوابي ندارد نباشدnlيا1lمي شود موازي با 

  

 بخـش  ،) ب (۲۲؛ ) ج (–) الف(۲۱؛ ) د  (–) الف(۲۰ از به کار بردن تبديل قطب و قطبي براي قضيه هاي مسائل             .۱۲

   چه قضيه هايي به دست مي آيد ؟ک صفحهيک صفحه بر ي يرمرکزيتصو

  

 ـ کـه    ير مرکز ي بخش تصو  ۸؛  ۷؛  ۶ ؛   ۵؛  ) ب(و  ) الف(۴؛  ۳؛  ) ب(و  ) الف (۲؛  ) ب(و  ) الف (۱هاي   از مسئله     .۱۳ ک ي

 به وسيله تبديل قطب و قطبي نسبت به دوايري که در صورت اين مسائل آمده اند چه قـضيه  . کنديقه بدل م  يره به دا  يدا

  هايي به دست مي آيد ؟

4321 فرض مي کنيم   .۱۲حل   AAAA     يک چهار ضلعي به قطرهاي p و q ، باشد و n    خط واصل بـين نقطـه هـاي 

 QوPخط هاي واصل بين راس ها و نقطه هاي .  باشند n باqوp نقاط تقاطع قطرهاي Q وPتلاقي اضلاع مقابل آن ،و  

 خـط هـاي   8m و7m و6m و5m و4m و3m و2m و1mو فرض مي کنيم کـه . نشان مي دهيم 4bو3b و2bو1bرا با   

4321واصـل بــين راس هــاي چهـار ضــلعي   AAAA  4321و راس هــاي چهــار ضـلعي BBBB حاصــل از خــط هــاي ، 

1b2وb3وb4وb ۲۳شکل ( ، باشند . (  

  



  

  ۲۳شکل

  

  :به موجب اصل دوگاني ، ايجاب مي کنند که ،)د (–) الف (۲۰قضاياي مسئله 

  . واقع باشندn ، بر8mو7m، 4m و6m،3m و5m، 2m و1mطه هاي تلاقينق .الف

  .p بر5mو8m،4m و1m باشند و نقطه هاي تلاقيq ، بر7m و3m، 6mو2mنقطه هاي تلاقي   .ب 

، بــر خــط واصــل بــين نقطــه تقــاطع 6m و7m،5mو8m ،4m و2m،3mو1mنقطــه هــاي تلاقــي   .ج 



42 و 31AAقطرهاي AA،  41و نقطه تقاطع اضـلاعAA32و AA     1 واقـع باشـند ؛ نقطـه هـاي تقـاطعm 

42 و 31AA، بر خط واصل بين نقطه تقاطع قطرهاي       5mو4m  ،2m و 8m،3m و 6m،7mو AA   و نقطـه

  . قرار داشته باشند 43AA و21AAتقاطع اضلاع

ــي    .د  ــاي تلاق ــه ه  3m،2b و8m،4b و4m،6mو2m؛ 6mو2m ،2b و7m،4b و3m،5m و1mنقط

، بر چهار خط 1m و5m،3b و8m،1bو6m،2m و4m؛8m و4m،3b و 7m،1b و 5m،1m و 3m؛7mو

  .مار بر نقطه تلاقي قطرها قرار داشته باشند 

فـرض مـي کنـيم      . ، به موجب اصل دوگاني ، قضاياي زيـر را ايجـاب مـي کنـد                 ) ج (–) الف ( ۲۱قضاياي مسائل   

ABCD    ،خطي دلخواه مار بر راس۱که يک چهار ضلعي باشد A ، ۲ خط واصل بينB و نقطه تلاقي CD باشـد ،  ۱با خط 

شـکل  ( وهکـذا    باشد ،    ۳ با خط    ABو نقطه تلاقي  D خط واصل بين     ۴،  ۲ با خط    DAو نقطه تلاقي  C خط واصل بين     ۳

  :در اين صورت ) . ۲۴

روشن است (  منطبق است ۱ ، حاصل از سه بار دور زدن همه راس هاي چهار ضلعي ، بر خط اوليه                ۱۳خط   .الف

  ) . هم ارز است ) الف ( ۲۱که اين قضيه با قضيه مسئله 

ع مقابل چهـار   ، و غيره ، بر خط واصل بين نقاط تلاقي اضلا۹ و ۳ ، ۸و ۲ ، ۷و ۱نقطه هاي تقاطع خط هاي     .ب 

 .ضلعي قرار دارند 
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  ۲۴شکل
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  ۲۵شکل

  

 ؛ و غيـره ، از  ۱۰ و ۹ ، ۴ و ۳ ؛ ۹ و ۸، ۳ و ۲ ؛ ۸ و  ۷ ،   ۲و  ۱خط هاي واصل بين نقطه هاي تقاطع خط هـاي             .ج 

  .نقاط تلاقي قطرهاي چهار ضلعي مي گذرند 

 را بـا اضـلاع   o مـشخص نقطه هـاي تلاقـي يـک خـط غيـر     . به قضيه زير بدل مي شود    ) ب   ( ۲۲قضيه مسئله   



111فرض مي کنيم    .  به راس هاي مقابل وصل مي کنيم         ABCمثلث CBA      اگر. مثلث حاصل از اين سه خط باشدO  يـک 

 نقطه هاي تلاقي خط هـاي  2C و2B و2A به راس هاي مثلث باشند ، وO خط هاي واصل از1cو1b و 1aنقطه دلخواه و 

1a1وb1وc با اضلاع متناظر ABC∆ ) 2، آنگاه خط هاي ) ۲۵شکلAA2 وBB2 وCC در يک نقطه تلاقي مي کنند .  

  

قي اضلاع يک نقطه هاي تلا. به قضيه زير بدل مي شود )الف  ( ۱ بر اثر تبديل قطب و قطبي ، قضيه مسئله          .۱۳حل  

با دايره محـاطي اش ، هـم خـط انـد      ABC ، حاصل از نقطه هاي تماس اضلاع مثلث          EFG با اضلاع مثلث   ABCمثلث

   ) .۲۶شکل (

 AB دايره اي که اضلاعSک مثلث باشد و يABCفرض مي کنيم. به قضيه زير بدل مي شود ) ب (۱قضيه مسئله 

 ، به ترتيب از Sهاي مرسوم بر خط هاي واصل بين نقطه هاي تماس مماس 1cو1b و 1aاگر .  را بريده است BC وACو

AوBو C 1، آنگاه نقطه هاي تلاقي )۲۷شکل (  باشندa1 وb1وcبا اضلاع متناظر مثلث  ABC هم خط اند .  

  

F

A G B

E
C

  

  ۲۶شکل

  

1111گيريم. به قضيه زير بدل مي شود ) الف ( ۲قضيه مسئله  DCBAيک چهار ضلعي محيط بر يک دايره S باشد 

در اين صورت نقطه هاي تلاقي اضـلاع مقابـل چهـار             ) . ۲۸شکل   ( S نقطه هاي تماس اضلاع آن با      DوC و BوA، و   

1111 بر خط واصل بين نقاط تقاطع اضلاع    ABCDضلعي DCBA سئله بر اثر تبديل شدن قطب و قطبي قضيه م.  واقع اند



  .به خودش بدل مي شود ) ب  ( ۲
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  ۲۷شکل
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  ۲۸شکل

  

  . به قضاياي زير بدل مي شوند ) ج ( –) الف  ( ۳قضاياي مسائل 



 S محيط بـر يـک دايـره   ABCDخط واصل بين نقطه هاي تلاقي اضلاع مقابل يک چهار ضلعي        lفرض مي کنيم    

  : پس .  خط هاي حاصل از قطرهاي اين چهار ضلعي n وmباشد ، و

ار داشته باشند ، راس سوم آن  قرn وmوl بر دو خط از سه خط Sهر گاه دو راس از يک مثلث محيط بر .الف

  .بر خط سوم از اين سه خط واقع است 

خـط هـاي   .  قرار دارند n وm وجود دارند که قطرهاي آنها بر خط هاي Sنهايت چهار ضلعي محيط بر    بي  .ب 

  . منطبق اند lين گونه چهار ضلعي ها برواصل بين نقطه هاي تلاقي اضلاع مقابل همه ا

 قرار دارد و خـط واصـل بـين نقـاط     m وجود دارند که يک قطرشان بر   Sنهايت چهار ضلعي محيط بر    بي  .ج 

  . قرار دارد nه چهار ضلعي ها برقطر دوم اين گون.  استlتلاقي اضلاع مقابل آنها خط

 P ، و يک خـط S خارجL ، يک نقطهSدايره. به قضاياي زير بدل مي شوند     ) ب  ( و  ) الف   ( ۵هاي مسائل    قضيه

در ايـن  .  ، است S برL، نقطه هاي تماس مماس هاي مرسوم از      BوAمعرف خط واصل بين   K داده شده اند ؛      Lمار بر   

  : صورت

 A بـه M باشد ، آنگاه دومين نقطه هاي تلاقي هر جفت از خط هاي واصل از             p بر  نقطه متغيري  Mاگر .الف

 مـي  X را در يـک نقطـه ثابـت    K را مشخص مي سازند ، و همه اين خط ها          xيک خط S با دايره    Bو

  )الف(شكل زير.برند

 قطع كند، آنگاه نقطـه تلاقـي دومـين مماسـهاي            U,Vهاي     را در نقطه   S   ، k,p بر دايره    rاگر يك مماس      .ب 

  )ب(شكل زير.  قرار داردL بر خط ثابتي مار بر U,V از Sمرسوم بر 

  



  
  )ب                                                                                 ()           الف(
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  ۳۰      شکل                                                               ۲۹شکل

  

 واقـع بـر يـک    MوL وK از نقطه هايSمماس هاي مرسوم بر يک دايره1cو1b،c و 1a ،b و  aكنيم    فرض مي 

کـه در   ( c و b و aدر اين صورت خط هاي واصل بين راس هاي مثلث حاصل از            . Sبرمماسي دلخواه   x باشند ، و   oخط



  ).چرا؟ ( متلاقي اندo در يک نقطه واقع بر1c و1b و1aو خط هايxو نقاط متناظر تقاطع)  سايه زده شده است ۲۹شکل 

 بـه قـضيه زيـر بـدل     ۱۲قضيه مسئله .  را به يکديگر بدل مي کند ۹ و ۸يک تبديل قطب و قطبي قضاياي مسائل     

 باشـند ،    C و B و A در راس هـاي    ABCمماس هاي مرسوم بر دايره محيطي مثلث      t و   s و rفرض مي کنيم  . شود   مي

 AMاگر دومين نقطه هاي تلاقـي خـط هـاي         . q واقع بر يک خط    AB و CAوBCسه نقطه بر اضلاع     P و   N و Mو

 ، r وt، ST و RS نشان دهيم ، آنگاه نقطه هاي تلاقي خط هاي         T و S و Rيره محيطي به ترتيب با     را با دا   CPوBNو

TRوsبر q ۳۰شکل (  واقع اند . (   

  

 به دست مي آيد اگر تبـديل قطـب و        ک صفحه   يک صفحه بر    ي يرمرکزي بخش تصو  ۴ چه قضيه اي از مسئله        .۱۴

   را به کار بريم ؟Sقطبي نسبت به دايره

 يک دايره باشد ، S يک خط وPاگر:  به قضيه زير بدل مي شود  ۴، قضيه مسئله     بر اثر تبديل قطب و قطبي        .حل

ز يـک  همه اين وتر ها ا.  يک وتر از دايره را مشخص مي کند       P از يک نقطه واقع بر     Sهر جفت از مماس هاي مرسوم بر      

   ) .۳۱شکل ( نقطه مي گذرند 

  

p

S

  

  ۳۱شکل



  

، l بـر CوA را چنان محـيط کنيـد کـه   ABCD چهار ضلعي Sبر. مفروض اند   2lو1lوl و سه خط     S دايره .۱۵

  . واقع باشند 2l برDو1lبرBو

مربـوط  ) الف  ( ۶ را نبرد به مسئله Sحالتي که خط دايره. (  در بخش قبل است ۶ اين مسئله ، دوگان مسئله  .حل

 قطب ليک تبدي: بنابراين ، اين مسئله را مي توان چنين حل کرد  ) ) . ب( ۶ را مي برد به مسئله       Sمي شود ، و حالتي که     

 چهـار ضـلعي بـه دسـت     پس از حل آن مسئله يک    .  هدايت مي کند     ۶و قطبي نسبت به دايره مفروض ، ما را به مسئله            

ولي ، در حالـت کنـوني مـا نيـاز     . آوريم که چهار ضلعي مطلوب ما از راه تبديل قطب و قطبي از آن به دست مي آيد                   مي

شود   قطب و قطبي به مسئله زير بدل مي را ، که راه حلش مبتني بر گزاره اي است که بر اثر تبديل۶نداريم که اول مسئله 

 واقـع   l ، که بر دايره اي محيط شده است ، بر يـک خـط              ABCD از يک چهار ضلعي    CوAي  اگر راس ها  : ، حل کنيم    

به کمک اين گزاره مسئله  .  قرار خواهد گرفت     mي آن بر خط ثابت    D ، آنگاه راس     1lي آن بر يک خط    Bباشند و راس    

  ) ) .ب ( و ) الف  ( ۶ راه حل هاي مسائل ←(ما به آساني حل مي شود 

  

قضيه منلائـوس را از قـضيه    با استفاده از تبديل قطب و قطبي ، قضيه سوا را ، را از قضيه منلائوس و ، بعکس                   .۱۶

  .سوا را به دست آوريد

  ، يـا بـر امتـداد آنهـا ، از يـک           CA و BC و AB سه نقطه واقـع بـر اضـلاع        P و NوM فرض مي کنيم     .حل

CBAبه يک مثلثABCمثلث در نتيجه تبديل قطب و قطبي        ) . ۳۲شکل  (  باشند   ABCمثلث  bوa ، کـه اضـلاع   ′′′

   p وnوm به خط هاي P وNوM هستند ، بدل مي شود و نقطه هاي C وB وAي آن قطبي هاي نقطه هايcو
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  ۳۲شکل

  

Cنقطه هاي مار بر    Mفرض مي کنـيم      .′B و ′A و ′ Nو′ P و ′  بـا  p وnوm نقطـه هـاي تلاقـي خـط هـاي       ′

CBAاضلاع   سعي مي کنيم بين عبارت هاي .  باشند ∆′′′

AM BN CP
BN CN AP

. Aو. M B N C P
B M C N A P

. .
′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′

  

  .رابطه اي برقرار کنيم 

MBMAملاحظه مي کنيم که نسبت     ′′′′ )/)(/( مساوي اسـت بـا خـارج قـسمت     / MCMBMCMA ′′′′′′′′ . 

  ن سينوس ها داريم مطابق قانو

A M sin A C M
C M sin C A M

′ ′ ′ ′ ′∠
=

′ ′ ′ ′ ′∠
Bو M sin B C M

C M sin C B M
′ ′ ′ ′ ′∠

=
′ ′ ′ ′ ′∠

  

MBMAاز اينجا نتيجه مي شود ′′′′    از لحاظ قدر مطلق برابر است با /

sin A C M sin B C M sin C B M sin B C M
sin C A M sin C B M sin C A M sin A C M

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ ∠ ∠ ∠
=

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ ∠ ∠ ∠
  

بنـابراين  . در تبـديل قطـب و قطبـي اسـت         Sمرکـز دايـره     Oعمود است  ، کـه       OA بر   Aمي دانيم که قطبي   

OABC OBACو′′⊥ OCBA و′′⊥   : و و در نتيجه ′′⊥



sin C B M sin AOC′ ′ ′∠ = sinو∠ C A M sin BOC′ ′ ′∠ = ∠  

MBCزاويه هاي   (  MACو نيز زاويه هاي     AOCو  ′′′  اضلاعش بر هم عمودند ، و بنابراين مساوي يـا         BOCو′′′

  : از اين رو داريم ) . مکمل اند ، و لذا داراي سينوس هاي مساوي هستند 

sin C B M sin AOC
sin C A M sin BOC

′ ′ ′∠ ∠
=

′ ′ ′∠ ∠
  

OMMCچون    داريم  ، هم چنين′′⊥

sin B C M sin AOM
sin A C M sin BOM

′ ′ ′∠ ∠
=

′ ′ ′∠ ∠
  

 را از دو راه     BOM و AOMبراي اين منظور مـساحت هـاي مثلـث هـاي          . حال عبارت اخير را تبديل مي کنيم        

  :حساب ، ونسبت آنها را پيدا مي کنيم 

1 1
2 2
1 1
2 2

ABAOM

BOM
AB

AO OM sin AOM AM hS
S BO OM sin BOM BM h

. . .

. . .

∠
= =

∠
  

  :از تساوي اخير بلافاصله به دست مي آوريم ) .  است BOM وAOMرتفاع مشترک مثلث هاي اABhدر اينجا( 

sin AOM OB AM
sin BOM OA BM

.∠
=

∠
  

MBMAبنابراين نسبت ′′′′    از لحاظ قدر مطلق برابر است با /

1 sin AOC OAsin AOC OB AM
sin BOC OA BM AM BM sin BOC OC

. . .
/

∠∠    =   ∠ ∠   
  

NCNB داده مي شود که نسبت هاي      با استدلالي مشابه نشان    ′′′′ PAPC و / ′′′′  از لحاظ قدر مطلق به ترتيـب     /

  برابرند با 

1 sin BOA OB
BN CN sin COA OC

. .
/

∠
∠

1و sin COB OC
CP AP sin AOB OA

. .
/

∠
∠

  



  از ضرب اين سه عبارت در يکديگر معلوم مي شود که قدر مطلق هاي عبارت هاي 

AM BN CP
BM CN AP

. Aو. M B N C P
B M C N A P

. .
′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′

  

  .عکس يکديگرند 

 ، در   S، مرکـز  Oبـراي سـادگي ، فـرض مـي کنـيم کـه              . مانده است که علامت هاي آنها را با هم مربوط کنيم            

CBOAداريم.  باشد   ∆ABCداخل ′′⊥ ، CAOB MCOM و ⊥′′  بـين  OMاين روابط ايجاب مي کند که اگر       . ⊥′′

OAوOB   باشد ، آنگاه MC BCA در خارج زاويه   ′′ MC باشـد ، آنگـاه     AOBخـارج زاويـه   OM باشد ، و اگـر       ′′′ ′′ 

ACبين BC و′′    ) .۳۲وضع خط ها در شکل ←(  باشد ′′

BMAMاز آنجا نتيجه مي شود که نسبت هاي        MBMA و / ′′′′ عينـاً بـه    . شان مخالف يکديگرند     علامت هاي  /

CNBNهمين طريق نشان داده مي شود که نسبت هاي         NCNB و / ′′′′ /   ، APCP PAPCو/ ′′′′  ، مختلف العلامـه     /

  اين مطلب نتيجه گيري ما را که عبارت هاي . هستند 

AP
CP

CN
BN

BM
AM و..

PA
PC

NC
NB

MB
MA

′′
′′

′′
′′

′′
′′

..  

  روي هم رفته . مختلف العلامه هستند ، موجه مي سازد 

 )∗        (

AP
CP

CN
BN

BM
AMPA

PC
NC
NB

MB
MA

..

1.. −=
′′
′′

′′
′′

′′
′′  

NAاز تبديل قطب و قطبي خط هاي) الف  ( به موجب ويژگي     PB و′′ MC و′′ ) ازي يا مو(  در يک نقطه متقاطع ′′

ايجاب مي کنند که بر اثر تبديل قطب وقطبي ) ∗( اين امر و فرمول    .  هم خط باشند     P و NوMهستند اگر و فقط اگر ،       

ست فقط يکـي از آنهـا را ثابـت    از اينجا نتيجه مي شود که کافي ا. ، قضيه هاي سوا و منلائوس به يکديگر بدل مي شوند   

  .کنيم 

  : حال ويژگي هاي ديگر تبديل هاي قطب و قطبي را در نظر مي گيريم 



بدل مي کند ، و Sي  O ، خطوط موازي را به نقاط هم خط با مرکز          Sتبديل قطب و قطبي نسبت به دايره        .ب 

   ) .۳۳شکل (  ، را به خطوط موازي بدل مي کند S ، مرکزO ، نقاط هم خط بابه عکس

 واقع a و عمود برS ، بر خط مار بر مرکزaاين ويژگي نتيجه مستقيم اين واقعيت است که قطب يک خط 

  .است

 O به مرکـز   S نگاره هاي آنها بر اثر تبديل قطب وقطبي نسبت به دايره           b و a دو نقطه ،   B و Aهر گاه   .ج 

  . برابر است ) يا با مکمل آن  ( AOB با زاويهb وaبين دو خطباشند ، آنگاه زاويه 

  

O

B

A

a
s

b

        

  ۳۴     شکل                                                                               ۳۳شکل                          

  

بـا هـم    bوaو ضلع هـاي زاويـه اي کـه          AOB ويژگي از اينجا نتيجه مي شود که ضلع هاي زاويه            اين 

   ) .۳۴شکل . ( سازند نظير بر هم عمودند  مي

اياي تـازه اي را از بـسياري از   در تبديل قطب وقطبي به ما اين امکان را مي دهند کـه قـض   ) ج(و) ب( هاي   ويژگي

را ) ) الف  ( ۳۵شکل ( مثلا گزاره هر زاويه محاطي مقابل به قطر يک قائمه است . قضاياي هندسه مقدماتي به دست آوريم 

 c وb وa را به مماس هايC وB وA،نقاطSيک تبديل قطب و قطبي نسبت به دايره مورد بحث ،       . در نظر مي گيريم     



 ويژگي ←( موازي مي شوند b وa باشند ، آنگاه مماس هايS دو سر قطري ازB وAبه ويژه هرگاه. بدل مي کند Sبر 

  ) .ي تبديل قطب وقطبي ) ب ( 

 باشد Oدايره اي به مرکز   Sهرگاه  : از تبديل قطب وقطبي ، اکنون مي توانيم بيان کنيم که            ) ج(با توجه به ويژگي     

  ) ) .ب  ( ۳۵شکل (  قائمه است KOL ببرند ، آنگاه زاويهL وKمماس سوم بر آ نرا در نقاطSو دو مماس موازي بر 

تقريباً  واضح است که يک چهار ضلعي که راس هايش وسط هاي يک متوازي الاضلاع               . تر ديگر   يک مثال پيچيده    

مي بينيم از به کار بردن تبديل قطب وقطبي براي اين قضيه چه گزاره اي مي توانيم به . باشند ، يک متوازي الاضلاع است 

  .دست آوريم 

  

A 

S 

B 

C 

90

            

  )ب(۳۵          شکل                                           )             الف(۳۵شکل

  

نخست بايد نقطه هاي وسط اضلاع را بر حسب موجوداتي که نگاره هاي آنها بر اثر تبديل قطب و قطبي معلوم انـد    

تعريف زيـر يکـي از ايـن    ) . زيرا نگاره وسط يک پاره خط در يک تبديل قطب و قطبي بر ما معلوم نيست             ( تعريف کنيم   

 ميان خط ها خـط  – آن است يان خطهايوم اضلاعوسط هاي اضلاع يک متوازي الاضلاع نقطه هاي برخورد   : ريف است   تعا

  . اين تعريف ، تعريفي است که ما مي پذيريم–هايي هستند که از نقطه برخورد قطرها به موازات اضلاع کشيده مي شوند 



DCBA به يـک چهـار ضـلعي   ABCDلاعي تبديل قطب وقطبي ، متوازي الاض) ب ( به موجب ويژگي     بـدل  ′′′′

در شکل نـشان داده نـشده   S؛ )  ب  ( ۳۶ شکل ←( ، منطبق است S ، مرکزOشود که محل برخورد قطرهايش بر   مي

DCBAراس هاي مقابل متوازي الاضلاع به اضلاع مقابل چهار ضلعي         ). ت  اس  بدل مي شود ، قطرهاي متوازي الاضلاع        ′′′′

 . KLخـط  ، محل برخورد جفت هاي اضلاع مقابل چهار ضلعي ، و نقطه تلاقي قطرهاي متوازي الاضلاع به       L و Kبه نقاط 

، محل تلاقي FوEاز يک تبديل قطب وقطبي ، ميان خط هاي متوازي الاضلاع به نقاط            ) ج(و  ) ب(به موجب ويژگي هاي     

CA با قطرهاي  KLخط DB و′′ DCBA از چهار ضلعي′′ اين نکات ايجاب مـي کننـد کـه وسـطهاي     .  بدل مي شود ′′′′

EBاضلاع متوازي الاضلاع به خط هاي      DE و ′′ ′′ ، AF CF و ′′ اره  بدل مي شوند و لذا گزاره اصلي مايـه پيـدايش گـز    ′′

AFاضلاعش بر خطوطنقطه تلاقي قطرهاي چهار ضلعي اي که : دوگان آن به شرح ذيل مي شود  BE و′ CFو′ DE و′ ′   

  

B

A1

A D1

C1

CB1

D

  

  )الف(۳۶شکل

  



L A

O

D

B

F

C

K

E

  

  )ب(۳۶شکل

  

DCBAبر نقطه تلاقي قطرهاي چهار ضلعيواقع اند ،   ) . ب ۳۶شکل .(  منطبق است ′′′′

  . اثبات مستقيم آن تا حدي پيچيده است . اين گزاره جديد نه مسلم است و نه ساده 

  

  .ي تبديل قطب وقطبي براي اثبات قضيه دزارگ استفاده کنيد) ب( از ويژگي .۱۷

  

111 و   ABC گيريم .حل CBA   منظري از دو مثلثO     1 ، نقطـه تقـاطعAA 1 وBB 1 وCC  تبـديل قطـب    .  باشـند

 مثلث ΙΙاز تبديل قطب وقطبي ،) ب(به موجب ويژگي  . ظر مي گيريم     را در ن   O به مرکز  S نسبت به يک دايره    ΙΙوقطبي

111 و   ABCهاي CBA           اين گونه مثلث هـا بـا يـک    . را به مثلث هايي که اضلاعشان دو به دو موازي هستند بدل مي کند

 ـ   ولي در اين صو   . انتقال يا يک تجانس به هم مربوط مي شوند         ا رت خط هاي واصل به راس هاي اين مثلـث هـا متقـارب ي

تبديل قطب و قطبي به ما اجازه مي دهد که نتيجه بگيريم که نقطه هاي تقـاطع اضـلاع                 ) الف(اما ويژگي   . موازي هستند   



111 و ABCمتناظر مثلث هاي CBA هم خط اند.  

گويد اگر دو مثلث به جاي اينکه تصوير منظـري از يـک نقطـه باشـند ، تـصوير      قسمت دوم قضيه دزارگ که مي      

براي اينکه اين را نشان دهيم ، يک تبـديل  ( منظري از يک خط باشند ، از قسمت اول بر اثر اصل دوگاني نتيجه مي شود         

  ) . ۱۰ مسئله ←.بريم قطب وقطبي نسبت به يک دايره دلخواه را براي نمودار مربوط به قسمت اول قضيه به کار مي 

  

 M مماس است و ضلع هاي مثلـث را در نقـاط           S بر دايره  lخط.  محاط شده است     ABC در مثلث  S دايره  .۱۸

 اخراج مي کنيم و نقاط تلاقـي        OP و ON و OM ، عمود بر خطوط    S، مرکز Oاز ) . ۳۷شکل  (  قطع مي کند     P و Nو

  . بر يک خط قرار دارند 1Pو1N و 1Mثابت کنيد که نقاط.  نام مي گذاريم 1Pو1Nو1M ،آنها را با اضلاع متناظر مثلث

  

A

M1

P1

S

O

P

N

B

N1

M

l

C

l1  

  ۳۷شکل

  

 بـه  ∆ABCيAB وCA وBCاضـلاع .  را بـه کـار مـي بـريم     S تبديل قطب وقطبـي نـسبت بـه دايـره     .حل

Cو′Bو′Aهاي نقطه CBA و مثلث محاطي   ABCي شوند و مثلث محيطي     بدل م  S واقع بر  ′ يعنـي  (  بدل مي شـود      ′′′



CBA به راس هاي   ∆ABCاضلاع  بـدل مـي شـود ؛    S واقع بـر L به يک نقطهlمماس) .  بدل مي شود و به عکس      ∆′′′

AL به خط هاي   P و N و Mهاي نقطه BL و ′ CL و ′  1nو1mبه خط هـاي     1Pو1Nو1Mبدل مي شوند ، و نقطه هاي        ′

Cو′Bو′A مار بر  1pو LC و ′LBو′LA عمود بر    ′ مربوط به تبديلات قطب وقطبـي     ) ج( ؛ نتيجه گيري اخير از ويژگي        ′

در 1pو1nو1mخط هـاي  : قضيه اي در مسئله بيان شده است به قضيه زير بدل مي شود            ) . ۳۸شکل  ( حاصل مي شود    

در 1p و1nو1mاما اين مطلب که خـط هـاي   . کافي است يکي از اين دو قضيه را اثبات کنيم . متلاقي اند Sيک نقطه از    

LAmزيرا. متلاقي اند کاملا روشن است Sنقطه اي از    ، L ، متقـاطر 1L را در نقطهS دايره1m ايجاب مي کند که1⊥′

 هستند، S متقاطر نسبت به1L وLاشاره مي کنيم که چون  . [ د   بگذرن 1L هم بايد از   1p و 1nببرد، هم چنين ، خط هاي     

۳۷1lنتيجه مي شود که در شکل  lاز يک تبديل قطب وقطبي ) ب(ويژگي .  ؛ رک[.  

  

S
B

L

C

m1n1

p1
A

L1

o

  

  ۳۸شکل

  

  :ا براي قضيه زير بيان کنيد  قضيه حاصل از کاربرد قطب وقطبي ر .۱۹

  .زاويه هاي محاط در يک دايره و متقابل به يک کمان با هم برابرند 

از يک مماس متغير سوم بر دايره جدا مي شود ، از مرکز دايره bوa مماسي که به وسيله دو مماس ثابت   طعه ق .حل



  ) .  ب ۳۵شکل ←؛ ۳۹شکل (  شود به زاويه ثابتي ديده مي

  

S

a c1 c

b

O

  

  ۳۹شکل

  

  :  قضاياي حاصل از کاربرد قطب وقطبي را براي قضاياي زير بيان کنيد  .۲۰

  .سه ارتفاع يک مثلث متقارب اند  .الف

  .نيمسازهاي يک مثلث متقارب اند  .ب 

   .حل

CBAبه يـک مثلـث    ABC ، يک مثلث     O به مرکز  Sبر اثر تبديل قطب وقطبي نسبت به يک دايره         .الف ′′′ 

P به نقطه هاي     ∆ABCبدل مي شود ، و ارتفاعات      CBA ، واقع بر اضلاع    ′R و ′Qو′  بدل مي شوند    ∆′′′

  به طوري که 

o90=′′′∠=′′′∠=′′′∠ ROCQOBPOA  

 Oگيريم: لذا به قضيه زير هدايت مي شويم        ) . از تبديل قطب وقطبي     ) ج( ويژگي   ←؛) الف (۴۰شکل  (  



 با OC وOBوOA و عمود بر Oاي تلاقي خط هاي مار برنقطه ه .  باشد   ABCنقطه اي در صفحه مثلث    

  .اضلاع متناظر آن هم خط اند 

 يـک  oگيـريم : به قضيه جالب زير منجر مي شود ) الف (۴۰ استفاده از تبديل قطب وقطبي براي شکل   .يادداشت  

 از CA وBCوABبـا اضـلاع   o نقطه هاي تلاقي خـط  PوN وMباشند وABCيک نقطه در صفحه مثلث Oخط و   

o90111چنـان باشـند کـه     o سه نقطه بـر      1Pو1N و   1Mاگر. مثلث   =∠=∠=∠ POPNONMOM     آنگـاه خـط 

  ) . ب ۴۰شکل (متقارب اند1CMو1BPو1ANهاي

OOنسبت به يک دايره دلخواه به مرکز      ( به نوبه خود ، مي توان يک تبديل قطب وقطبي            براي اين قضيه بـه      ) 1=

  ...به دست آورد ) نسبتا پيچيده ( کاربرد و بدين ترتيب قضيه اي تازه 

بر اثر تبديل قطب و قطبي نسبت به يک         .  باشد   nوmنيمساز يکي از زواياي حاصل ازخط هاي       lگيريم    .ب 

 بدل مي شوند به طوري که   L و NوM به نقطه هاي هم خط       n و m و   l ، خط هاي   O به مرکز  Sدايره

؛ يا به ) از تبديل قطبي ) ج(ژگي وي( مقابل اند Oبه دو زاويه مساوي يا مکمل در NLوMLپاره خط هاي 

  .ONوOM است با نيمساز يکي از دو زاويه حاصل از خط هايMN نقطه تلاقيLعبارت ديگر ،
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 روي کدام يک از اين دو نيمساز واقع است، هر دو نيمساز زاويه هاي حاصل از خط                Lچون نمي دانيم که    

 بـا نيمـسازهاي دو زاويـه مجـاور     MNاين خط ها به نقطه هاي تلاقي      . را در نظر مي گيريم     n و mهاي

 را هـم در نظـر       ∆ABCبنابراين بجاست که نيمـسازهاي خـارجي      . شوند  بدل مي  ON و OMحاصل از 

 نيمساز زاويه هاي داخلي   شش: بگيريم وقضيه مربوط به نقطه هاي تلاقي نيمسازها را چنين تنظيم کنيم             

بر اثر تبديل قطب وقطبي ، اين قضيه به .  سه به سه در چهار نقطه متقارب اند ABCو خارجي يک مثلث

 چهار نقطه باشند که هيچ سه تايي از آنها بـر يـک خـط            OوCوBوAگيريم: قضيه زير بدل مي شود      

 OA وOC، OC وOB،OBوOAنقطه هاي تلاقي شش نيمساز زاويه هاي حاصل از خط هاي     . نباشند  

  ) . الف ۴۱شکل (  سه به سه بر چهار خط قرار دارند ABC با اضلاع متناظر مثلث،

يـک خـط ، و      oگيـريم   : الف به قضيه زير منجر مي شود        ۴۱ استفاده از تبديل قطب وقطبي براي شکل       .يادداشت

O     نقطه اي در صفحه يک مثلثABC   باشد ، و M   و NوP        نقطـه هـاي تلاقـي خـط o اضـلاع  باAB و BC و CA . 

 ، OM وOP، OP وON با نيمسازهاي زاويه هاي حاصـل از    o ، نقطه هاي تلاقي    2Pو2N،1P و 2M ، 1N و 1Mاگر

OMوON   ،     1باشند ، آنگاه سه خطAN2وAN،1BP2وBP ، 1CM 2 وCM   در چهار نقطه متقـارب انـد    به سه   ، سه
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 اسـتفاده کنـيم ،   ۱و قضيه مسئله ) ج( رو ، مثلا، اگر از ويژگي نيااز. قضيه هاي جديد از قضيه هاي قديم مفيدند       

: يـک تبـديل قطـب وقطبـي ، قـضيه زيـر بـه دسـت مـي آيـد                     آنگاه به آساني مي توانيم نشان دهيم که ب، بر اثـر             

) يا مکمل   (وي   به زاويه هاي مسا    O باشند و اضلاع مثلث از     O از يک نقطه   ABC فواصل اضلاع مثلث   3pو2pو1pاگر

1/1ديده شوند ، آنگاه از عددهاي p2/1 و p3/1و p آن يک که بزرگتر است از مجموع دو عدد ديگر بزرگتر نيست ، .  

nAAA ضلعيn2 در Sاگر دايره  221  ، حاصلضرب فواصل راس هاي با انـديس زوج  Sمماس برl محاط باشد و ...

n2ضلعي ازlمساوي است با حاصلضرب فواصل راس هاي با انديس هاي فرد آن از ، l.   

nAAA ضلعي n در Sاگر دايره    ضلعي از n ، حاصلضرب فواصل راس هاي S خطي مماس برl محاط باشد و  21...

lتماسمساوي است با حاصلضرب فواصل نقاط nضلعي از l.   

nAAA ضلعي منتظم  nدايره اي محاط در   Sگيريم      nd−1و...  و   1dو0dهرگـاه    . S مماسي بـر   l باشد و  21...

   کوچکترين اين فاصله ها باشد ، آنگاه 0dباشند وlضلعي از nفاصله هاي 
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  .طبي معکوس به عهده خواننده مي گذاريم به دست آوردن اين نتايج را با استفاده از ق

  

  :اکنون مي توانيم ويژگي ديگري از تبديل قطب وقطبي را بيان کنيم 

 a را به چهار خـط    lواقع بر يک خط   D و C و BوAاگر يک تبديل قطب و قطبي چهار نقطه          .ويژگي د  •

بدل کند، )  متقارب اند Lتبديل هاي قطب و قطبي در يک نقطه  ) الف(که به موجب ويژگي     ( d و c و bو

مـساوي  D وC ؛BوA با نسبت ناهمساز چهـار نقطـه     d و c ؛ b و aار خط   آنگاه نسبت ناهمساز چه   

 .است 

  

 c وb وaواقع بر يک خـط و قطبـي هـاي آنهـا    D وC وBوAچهار نقطه .  کاملا ساده است    )د(اثبات ويژگي   

تعريف نسبت ناهمساز چهار خط ايجاب مي کنـد کـه نـسبت        ). ۴۲شکل  ( را درنظر مي گيريم      S به يک دايره   نسبتdو

چـون  . مساوي باشـد     ) . SمرکزOD) . O و OC ؛ OB و OAيا نسبت ناهمساز خطوط   D و C ؛ BوAناهمساز نقاط   

 OC وOB وOA عمود است ، لـذا خطـوط   S بر خط واصل بين آن نقطه و مرکزSقطبي يک نقطه نسبت به يک دايره      

، d وc وb وaاز اينجا نتيجه مي گيريم که دو چهـار خطـي     . عمود مي شوند    d و c و b و aبه ترتيب بر خطوط     ODو

OA و OB و OC و OD    کت مناسب برهم منطبق شوند ؛ زيرا اين عمل را مي توان ابتدا بـا انتقـال                 مي توانند با يک حر

 ، L حـول o90ن خطوط بـه زاويـه   منطبق شود ، و سپس دوران ايLبرOبه طوري که OD وOC وOB وOAخطوط  

   با نسبت ناهمساز چهار خطOD وOC ؛OB وOAچهار خط از اينجا نتيجه مي شود که نسبت ناهمساز . انجام داد 
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a و b ؛ c و d   مساوي است ؛ اما در اين حالت نسبت ناهمساز چهار نقطهAوB؛ Cو Dسبت ناهمساز چهار خط نيز با ن

aو b؛ cو d مساوي است ، و اين همان چيزي است که مي خواستيم ثابت کنيم.     

 


