
  اثباتهای امکان ناپذيری و جبر

كليـد  . پـردازيم  هاي كلي خود در اين زمينه، نخست به بررسي چند ترسيم كلاسيك مي         براي شكل دادن به ايده    

 : ترسيم هندسي از اين نـوع اسـت  مسئله هر .هاي هندسي به زبان جبر است      مسئلهبرگرداندن  عميقتر اين موضوع،    فهم  

 هميشه .، خواسته شده است...، x ،yخط ديگر  مفروض است، و يك يا چند پاره... ، a ،b ،c خطها، مثلاً پارهاز اي  مجموعه

خواسته خطهاي   پاره.متفاوتي داشته باشندكاملاً ها را به اين صورت بيان كرد، هر چند در نگاه اول ظاهر     مسئلهتوان    مي

 .ها، و يا مختصات قائم نقـاطي معـين   اي دايرهيا شعاعهشده ممكن است ضلعهاي مثلثي باشند كه قرار است رسم شود،           

در اين صورت، ترسيم هندسي عبـارت اسـت از   .  مورد نياز استxخط  براي سادگي فرض خواهيم كرد كه فقط يك پاره    

پيدا ... ، a ،b ،cو كميتهاي مفروض   x بين كميت خواسته شده )اي معادله(اي  رابطهنخست بايد : حل يك معادله جبري

توان اين جواب را با    را با حل اين معادله بيابيم، و بالاخره بايد تعيين كنيم كه آيا ميxل س بايد كميت مجهوسپكنيم؛ 

ث ما حبنيان تمام نظريه مورد ب. پرگار باشند يا نهكش و   با ترسيمهايي با خطرفرايندهايي جبري به دست آورد كه متناظ

ي اشياي هندسي به وسيله عددهاي حقيقي است كه بر پايه مفهوم سازي كمّ اصل اساسي هندسه تحليلي يعني مشخص

  .پيوستار اعداد حقيقي قرار دارد

 اگـر دو    .ترين عملهاي جبري متناظرند با ترسيمهاي هندسي مقدماتي         كنيم كه بعضي از ساده      نخست توجه مي   

 aداده شده باشند، آنگاه رسم ) شوند يگيري م  مفروض اندازه»واحد«خط  كه به وسيله يك پاره (b و aخط با طولهاي پاره

+ b ، a – b  ،ra)  كهr عدد گوياي دلخواهي است ( ،a / b و ، abاي است  كار خيلي ساده.  

 را بـا پرگـار    AB = b و OA = aهـاي   كشيم و روي آن فاصله خط راستي مي) ۱ شكل ( a + bبراي ترسيم  
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   b – a و a + b ترسيم . )۱(شكل 

  

كنيم امـا    را مشخص مي AB = b و OA = aهاي   فاصلهa – bطور، براي رسم  همين. OB = a + bدر اين صورت 

 a + a كافي است 3aبراي ترسيم . OB = a – b در اين صورت .كنيم  تعيين ميOA  را در جهت مخالف ABاين بار 

+ a توانيم  طور مي  همين. را رسم كنيمpa را كه pي است، رسم كنيم  عدد  صحيح.  

 a / 3۲شكل (كنيم   را به طريق زير رسم مي:(  OA = a كنيم و خط ديگـري كـه از     را روي يك خط مشخص ميO 
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 را بـه هـم وصـل    D  و A. كنيم را رسم مي OD = 3cكنيم و   را مشخص مي OC = cخط دلخواه  روي اين خط، پاره

ند؛ متشابه OAD و OBCمثلثهاي .  قطع كندB را در OAكشيم كه    ميAD به موازات Cنيم و خطي گذرنده از ك مي



 a را كـه   a / qتـوانيم   به همين طريق مي. OB = a / 3 ، وOB / a = OB / OA = OC / OD = 1/3از اين رو 

 را بسازيم raتوانيم  ، ميpaخط    به اين ترتيب، با انجام دادن اين عمل روي پاره          .عدد صحيح دلخواهي است، رسم كنيم     

  . عدد گوياي دلخواهي است r = p / qكه 

 OB را روي OD = 1، و O را روي ضلعهاي زاويه دلخواه OA = a و OB = b، )۳ شكل (a/bبراي ترسيم  
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 ab طرز ترسـيم  .  استa / b برابر OC طول .كند  قطع مي C را در  OAكنيم كه    رسم ميABموازات  خطي به Dاز 

  .BC  به موازات A  خطي است گذرنده از AD نشان داده شده است كه در آن، )۴(در شكل 
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يق، ضرب، و تقسيم كميتهاي معلوم       يعني جمع، تفر   - »گويا«گيريم كه عملهاي جبري       از مطالب بالا نتيجه مي     

مفروض كه خط  چند پارهتوان از روي  اين ترسيمهاي ساده مي با اجراي متوالي .توان با ترسيم هندسي انجام داد    را مي  -

د برر يعني با كا-به طريقي گويا    ...a ،b ،cحسب ر كميتي را كه برهستند ه... ، a ،b ،cحقيقياعداد اندازه طولهاي آنها 

بـه  ... ،  a  ،b  ،c دسته كميتهايي كه به ايـن طريـق از           .قابل بيان باشد، رسم كرد      -رر جمع، تفريق، ضرب، و تقسيم       مك

اي از عددها با اين ويژگـي كـه هـر عمـل               دهند، يعني مجموعه    آيند به اصطلاح يك هيأت اعداد را تشكيل مي          دست مي 

شـويم كـه     يادآور مـي . متعلق به مجموعه است يحاصلش عدد    گويايي كه روي دو يا چند تا از عضوهاي آن انجام شود،           

شود   حالت مورد بحث، گفته ميدر. دهند ين هيأتهايي تشكيل ميعددهاي گويا، عددهاي حقيقي، و عددهاي مختلط چن

  .توليد شده است... ، a ،b ،cكه هيأت به وسيله عددهاي مفروض 

،  داده باشدaخط   اگر پاره:برد، استخراج ريشه دوم است ر ميتترسيم بسيار مهم جديدي كه ما را از اين هيأت فرا

aروي خـط راسـتي،   .كش و پرگـار رسـم كـرد    با استفاده از خطتوان   را نيز مي OA = a و AB = 1   را مـشخص 
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 .كند  قطع ميCكنيم كه دايره را در   عمود ميOB خطي بر A قطر آن باشد و از OBخط  كنيم كه پاره اي رسم مي دايره

س اي در رأ زاويه قائمه OBCگويد زاويه محاط در نيمدايره قائمه است، مثلث  اي در هندسه مقدماتي كه مي بنا به قضيه

Cپس. دارد OCA ABC∠ =   داريم  x = ACند، و در مورد  متشابه CAB و OACه الزاوي مثلثهاي قائم، ∠

                               2, ,
1

a x       x a      x a
x
= = =  

  


