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 تجانس تبديلي است که هر شکل را به شکلي مشابه با آن نظير مـي کنـد در چنـين                     .ريف تجانس براي شکل   تع
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BA به پاره خط AB هر پاره خط.ملاحظه ABKBA : گردد که طول آن برابر است بايل ميتبد′′ .=′′  

م دو چنـد    يي گـو  ي باشند م  ي متشابه ، مواز   ي اگر اضلاع متناظر در دو چند ضلع       .ي چند ضلع  ي برا ف تجانس يتعر
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lرا به خطl هر تجانس ، خط  .۱ هيقض   . کند يل مي است ، تبدي موازl  که با خط′

 ـ بـه ترت Q وP دو نقطهيتجانس هام شود ، اگر ي چون هر خط توسط دو نقطه مشخص م        .اثبات Pب نقـاط  ي و ′

Q′باشند دو خطPQ و QP   : اند ي موازه تالسيطبق عکس قض′′
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QP خط يرو ) Rمانند ( PQ خط يگر رو يم مجانس هر نقطه د    يکنثابت  د  يحال با  با توجـه بـه دو    .  قرار دارد    ′′
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) را با نماد Sتجانس حول مرکز Kتجانس به نسبت تجانسمطلب  ايندر ( )S K, نشان مي دهيم(.  
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 نقطـه   يعني همه در يک(. خطوطي که رأس هاي متناظر دو چند ضلعي را به هم وصل مي کنند همرسند            .۲قضيه

  )که مرکز تجانس است همديگر را قطع مي کنند 

LDCBA و LABCD فرض کنيد  .اثبات BBمحـل برخـورد خطـوط     S دو چند ضلعي متجانس باشند و        ′′′′ ′ 

AAو C و Cان دهيم که خط واصل بين دو راس متناظربراي اثبات قضيه بايد نش.  باشد ′   .مي گذردSنيز از ′
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  .منطبق است و حکم ثابت شدS بر ′Sپس
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  :م که ي داني مياز طرف
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  .پس حکم ثابت شد 

  . متناظر در دو شکل متجانس برابرنديه هاي زاو.۱هيجه قضينت
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                تجانس مستقِم           تجانس معکوس                                            
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 ـ ير در دو شکل با هم  ي نظ ي ، اجزا  K و نسبت تجانس   O به مرکز  تجانس در   .نکته ابنـد ،  ي ين نسبت ، تجـانس م

  .ره يمحل برخورد ارتفاع ها و مرکز ثقل در مثلث و غ: مانند 

 متناظر در شـکل  يد ، نقطه يماي را بپيره ا ي از شکل اول دا    ي دو شکل متجانس مفروض اند ؛ اگر نقطه ا         .۳ه  يقض

  .مود ي را خواهد پيره ايز دايدوم ن
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  .ره است يک دايره ، يه فوق مجانس هر داي خلاصه قض.ملاحظه

) تجانس .اثبات )KS,    ديکند فرض   يري را در نظر بگO  مرکز و A  ـ از دا  ي نقطه ا   نقـاط   ′A و ′Oره اول باشـد و    ي

 ـ . ره دوم باشند  يمتجانس آن ها در دا      ـ   انتخـاب ا   ي قـه يه طربا توجـه ب  ين نقطـه هاروشـن اسـت کـه مثلـث هـا      ي
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  ره در تجانسيحالات مختلف دو دا
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  . گفته شد ۳ه ي باشد که در قضي مKن قسمت برابر هماني در اK نسبت.ملاحظه
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    يک دايره درون دايره ديگر.حالت پنجم

مرکز دايره ، مرکز تجانس مستقيم مي باشد و نسبت تجانس O در اين حالت .ره متحد المرکز هستند  دو داي .الف
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 ـ کـه  ي مـواز يت دارد و تمام خط هـا ي نهايک نقطه بي هر خط راست نامحدود فقط .اصل دزارگ  ک امتـداد را  ي

  .ت دور مشترکندي نهاي کنند در آن نقطه بيمشخص م

)کـان هـا  يپم و سـر  ي کنيره را رسم مي از دو داي دو قطر مواز .ره مرکز مشترک ندارد   ي دو دا  .ب   را بـه هـم  →(
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2

cbaP ++
 رجوع شود بـه  =

نيـز  aXX، وسـط پـاره خـط    ′A يعني BCبنابراين وسط ضلع ) ۱۶۰ قضيه ۸۳هندسه ي مسحطه ي کورت صفحه ي    

aXAXAخواهد بود ، يعني   aXLXبنابراين طبق عکس قضيه ي تالس در مثلث  . ′=′
∆

AIچون پاره خط  XL اضلاع′

aAXAI نتيجه و در : aLXIA موازي است و داريمaLX را نصف کرده است ، پس با پاره خطaXXو   )چرا؟(′

AIپس مي توان گفت که پاره خط         AI ، زيرا پاره خـط هـاي      رود  مي aAXبه ۲ و نسبت    Gبا تجانس به مرکز   ′ ′ 

BIبه طريق مشابه . مي گذرند ′A و Aه ي مجانس موازي اند و از دو نقط aAXو CIو′  bBX نيز مجانس هاي خطوط′

 و نسبت تجانس   G با مرکز  cCXو
2
به ترتيب پاي مماس هاي دايـره محـاطي خـارجي    cX و bX مي باشند که   2 يا 1



CBA در نقطه ناگـل مثلـث      aCXوaBX و aAXبنابراين چون .  مي باشند    ABوAC وارد بر اضلاع     ABCمثلث
∆

  ، 

AIهمرسند ، مجانس هاي آنها يعني      BI و ′ CIو′ CBA نيز در نقطه ي ناگل مثلث      ′ AIچون خـط هـاي      . همرسند   ′′′ ′ 

BIو CIو′ CBA فقط در يک نقطه برخورد دارند ، که همان نقطه ناگل مثلث  ′ ′′′
∆

 نيـز  I مي باشد و از طرفي همگـي از 

CBA مرکز دايره محاطي داخلي مثلث Iپس) چرا؟(عبور مي کنند 
∆

  .و حکم ثابت شده است . منطبق است ′Nبر 

CBA ناگل مثلث  ي نقطهN اگر   .نتيجه
∆

 ـيG با IوNآنگاه .  آن مثلث باشد ي داخليره محاطي ، و مرکز دا  يعن

CBAمرکز ثقل مثلث 
∆

GNIGميهم خط اند و دار =2.   

CBAانـک ي ناگـل مثلـث م  ي  نقطهيعني ′NهمانI قبل گفته شد ، يه  ي قض اثبات طبق آنچه که در      .اثبات
∆

 ، 

CBAيعني ′′′
∆

CBAچون مثلث .  باشد   ي م  ′′′
∆

CBAبه مثلث G و با مرکز تجانس      -۲ با نسبت تجانس     
∆

 ـ    ي مجـانس م

NNپس خط . G و مرکز تجانس-۲ خواهد بود با همان نسبت تجانس     ′NمجانسNن  يبنابرا) چرا ؟   ( شود    از مرکـز  ′

NGGNمي گذرد و داري مGيعنيتجانس  ′= GIGNمي منطبق است دارI بر′Nاز آنجا که . 2 2=.   

CBA مثلث   ي داخل يمحاطره  ي دا .۲ يمسئله  
∆

و AKد ، وسـط     يثابت کن . مماس است   BC بر ضلع    Kدر نقطه 

  .ند  اک استقامتي بر ي داخليره محاطيرکز داو مBCوسط 

AAدي فرض کن  .حل BBو′ CC و   ′ K باشـد و   ABوBC،AC اضلاع   يانه ها يب م يبه ترت ′  اواسـط   ′Rو′Q و ′

 ـب محـل تمـاس دا     يبه ترت K،Q،R باشند که    AK،BQ,CR يپاره خط ها    ـيره محـاط  ي CBA مثلـث ي داخل
∆

 بـا  

BCCAABاضلاع CKAدر مثلث ) شکل الف . (  باشند   ي م ,,
∆

،BK  را به نسبت     AC و AK اضلاع ′′
2
م کـرده   يتقس1

BKلسه تا يپس طبق عکس قض   . است   ) با   ′′ )CKBCاست به طور مشابه    يمواز CK  AKB مثلـث  يانه هـا  يز م ي ن ,′′



KCه تالسيه عکس قضيبوده پس طبق قض    )ي مواز′′ )BKBCباشد چون خطوطي م BK CK و′′ .  اند يموازBC با ′′

K اند پس  يپس با هم مواز    CB خط  ي رو ′  ـ بـه ترت ′R و′Qق مشابهيبه طر. قرار دارد ′′ CAيب روي BA و′′  قـرار  ′′

  .دارند 

KBA از تشابه دو مثلثياز طرف
∆

KBAو ′′
∆

  :م يدار) چرا ؟ ( 

1
2

C K AC
BK AB

′ ′ ′
= =  

پس
2

BKKC مي داري و خارج ي مماس داخل  ي اندازه پا  يط و اضلاع برا   ياز فرمول نصف مح    . ′′=
22

bPBK −
= 

يا
222
bPBK

Pم که اگر    ي دان ي م ياز طرف ) شکل ب  ( =− CBAط مثلث ينصف مح ′  ′B رو بـه رأس    بـه ضلع رو ′b و   ′′′

bbباشد ، ′= PP و2 ′= bPBKKC پس2 ′−′==′′
2

K پس   ي داخليره محاطيب محل تماس داي به ترت′Rو′Q و′

CBAمثلث ′′′
∆

CB با اضلاع   CAو′′ BAو′′ KA ي پـاره خـط هـا      ۱۰ه  ي طبق قـض    باشند ، پس   ي م ′′ QBو′′ RCو′′ ′′ 

N آنها   ي همرس يهمرسند و نقطه     CBA نقطه ناگل مثلثيعني′ ′′′
∆

 ـ مرکـز دا ۱۱ه يطبـق قـض  .  باشد ي م  يره محـاط ي

CBAمثلث
∆

N بر Iيعني   ـي آن يانـه ا  ي ناگل مثلث م   ي ، نقطه    ′ CBAيعن Kپـس چـون   .  منطبـق اسـت   ′′′ ′،A′ و

N′ک خط قرار دارند ، ي يروK   .ک خط قرار دارند ي يز روي نIو′Aو′
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CBA در هر مثلث دلخواه    ).خط اولر   ( ۳مسئله  
∆

،O  يطيره مح ي مرکز دا   ، G انـه هـا و   ي م يمحل تلاقH  محـل 

GOHG:م يدار. ک استقامت اند ي ارتفاع ها ، بر  يتلاق OGOH  بنابراين و=2  را خـط اولـر   OGHخط راست . =3

  )ري ز شکلمطابق. (م ي نامي مABCمثلث

  



O

A

H3

B H1
C

H2

G
H

  

  

CBAچون اضلاع دو مثلـث   .  باشند   AB و ,BCAC اضلاع ي وسط ها  Pو,MNد  ي فرض کن  .حل
∆

PNM و
∆

 

 همـرس انـد و آن     G مانند ي در نقطه ا   CP و BN و AMپس. ن دو مثلث مجانس هستند      ي اند ، ا   ير مواز ير به نظ  ينظ

ا ي -۲مرکز تجانس است به نسبت   
2
1

حـال توجـه   ) براي همرسي ميانه هاسـت  گر ي دين خود اثباتيد که ايتوجه کن( −

AAکنيد که مجانس ارتفاع    CBA از مثلث  ′
∆

 نيز عمود است BCعمود مي شود ، پس بر     PN بر   M ، خطي است که از     

CBAي  مثلثپس تحت اين تجانس ارتفاع ها.  است BC، يعني عمود منصف 
∆

و  ا تبديل مـي شـوند   به عمود منصف ه

CBAيعني مرکز دايره محيطي مثلث( محل تلاقي عمود منصف ها Oمحل تلاقي ارتفاع هابه      ، Hلذا  
∆

بـه  . مـي رود   ) 

 قـرار دارد و بـا توجـه بـه نـسبت تجـانس داريـم            HوO بين G بر يک استقامتند و     O و GوHعبارت ديگر نقاط    

:GOHG OGOH يا=2 3=  

CBAاي مثلث    هث ميان  مرکز دايره محيطي مثل    W اگر .۴ي مسئله
∆

PNM، يعني   
∆

WOGباشد ، ثابت کنيـد  ,, 

  )۵ مسئله مطابق شکل.( قرار داردOH وسطW بر روي يک خط قرار دارند وHو

 و نسبت تجانس   Gمرکز در تجانس به     .حل
2
1

CBAمرکز دايره محيطي مثلثO ، نقطه  −
∆

، مرکـز  W  به نقطه 



PNMدايره محيطي مثلث  
∆

OGWG ، يعني خـط اولـر قـرار دارد و داريـم            OH روي  نيز W مي رود ، پس    
2
1

−=  ، 

  :بنابراين 

OHOGOGOGGWOGOW
2
1

2
3

2
1

==+=+=  

OHOGتوجه شود که قسمت آخر ، طبق مسئله قبل از رابطه        OHOWچون.  جايگزين شد 3=
2
1

 W پس=

 نيز مي گذرد پس مـسئله حـل   Gقرار دارد که از  OHروي  Wدر ضمن همان طور که گفته شد        .  قرار دارد    OHوسط

  .شده است 

 CH وBH وAHرتفاع ها و وسط هـاي  ثابت کنيد در هر مثلث پاي ميانه ها و پاي ا         .)دايره نه نقطه     ( ۵مسئله

)H    مرکز ارتفاعي  (     روي دايره اي به مرکز ،W ) وسطOH (   و به شعاعR
2
 دايره نه نقطه معـروف  ه به  قرار دارند ، ک    1

  ) ري زمطابق شکل(است 

CBAمحيطي مثلـث  شعاع دايره   R اگر   .حل
∆

PNM شـعاع دايـره محيطـي مثلـث ميانـه اي           ′R و 
∆

 باشـد ،  

داريم
2
1

=
′

R
R .   نقطه بنابراين علاوه بر G  که بين O و W           قرار دارد نقطه ي ديگري هم بيرون پاره خط OW  قرار دارد

که با نسبت تجانس   
2
.  بـود OHوسـط W است ، زيرا Hهمان نقطه ي برد و طبق مسئله قبل آن     مW  را به     O نقطه 1

PNM بـا دايـره محيطـي    AH به محل تلاقيAحال تحت اين تجانس مستقيم نقطه ي    
∆

 مـي رود ،  Xنـي نقطـه  يع

AHXHبنابراين
2
1

بـه  نيز  Z و   Y مي باشد که   CHوسطZ و   BH وسط Yهمين طور .  است   AH وسط X پس =

PNMبا دايره محيطي  CH و   BHمحل برخورد ترتيب  
∆

همين طور توجه کنيد که در ذوزنقه قائم الزاويـه  .  مي باشند   

MAOH  . بـه يـک فاصـله اسـت         ′A و Mپـس از  ) چرا ؟   . (  قرار دارد    ′MA روي عمود منصف پاره خط     W، نقطه ′



RWMAW  قرار دارد که همان دايره مذکور مي باشد به طريـق      W و مرکز  ′R روي دايره اي به شعاع     ′A يعني ′==′

C و ′Bمشابه پس ثابت کـرديم پـاي ميانـه هـا و ارتفـاع هـا و وسـط هـاي                .  نيز روي دايره نه نقطه قرار مي گيرند          ′

AHوBHو CH روي دايره اي مذکور قرار دارند .  

  

  

  

  . قرار دارد يطيره محي داي نسبت به هر ضلع روي مرکز ارتفاعينه يد قري ثابت کن.۶مسئله

 و نسبت  Hي با مرکز تجانس مرکز ارتفاع     .حل
2
CBAث مثليطي محيره ي ، طبق مسئله قبل دا1

∆
 ـ بـه دا   يره ي

PNM مثلث يطيمح
∆

Hياد شده نقطه    يپس با تجانس    .  رود   ي م  AA امتداد ي محل تلاق  ′ CBAيطيره مح ي با دا  ′
∆

 به  

HHي محل تلاق  ′Aينقطه   PNM مثلث   يطي مح يره  ي  با دا   ′
∆

HHAH رود ، پـس    يم ′=′
2
HAHA و 1 بـه  . ′=′′

  . قرار دارد يطيره محي داي نسبت به هر  ضلع روي مرکز ارتفاعينه ي قريعبارت



CBA مثلـث يمرکز ارتفاعH و يره محاطي مرکز داI ويطيره محي مرکز داO ناگل وي  نقطه N اگر .۷مسئله  
∆

 

IOHNد يباشند ، ثابت کن 2=  

GOHG:م  ي طبق مسئله خط اولر دار     .حل IGGNميدار ۲هي قضيجه  ي و طبق نت   =2 ن دو يبا جمع طـرف  . =2

  .د ي آي مذکور به دست ميرابطه 

( )GOIGGNHGHN +=+= 2  

IOHNپس   . و مسئله حل شده است =2

 ـيد که چهار نقطه ثابت با ويت کنمتقاطعند و ثاب  Y و   Xم که در نقاط   يره دار يک صفحه دو دا   ي در   .۸مسئله    يژگ

  )ري ز شکلمطابق: (ر وجود دارند ي زيها

 برخورد کنـد ،  D وC در نقاط XY مماس باشد و با خط     B و Aره داده شده در نقاط    يره که با دو دا    ي دا هر يبرا

  . نقطه مذکور عبور کنند۴ از يکي از AC وAD وBCوBD يهر کدام از خط ها

 ـ بـا دا BوAب با مراکـز تجـانس  ي به ترت3Cيره يدا: م يره ، دار  ي دا ي طبق حالت چهارم از تجانس برا      .حل ره ي

  . مجانس است2Cو1Cيها

نـد آن دو نقطـه    قطـع ک ′Z وZي هر خط که از مرکز تجانس بگذرد و دو شکل مجانس را در دو نقطه          ياز طرف 

 ، Bگرند با مرکز يکديمجانس  C و   Qباشد ، 1Cره  يبا دا BC محل برخورد خط     Q باشند ، پس اگر    يگر م يکديمجانس  

 Pرا2C يره ي با داACق مشابه اگر محل برخورد خطيو به طر.  کند ي را مجانس م3Cو1Cرهي دا کهيو نسبت تجانس

  . کند يرا مجانس م3C و 1Cيره هاي که داي و نسبت تجانسAگرند با مرکز تجانسيکدي مجانس CوPم ، يبنام

. گر است و به عکـس       يکدي باشند ، محل تماس آنها مجانس        يره مجانس مواز  ي هر گاه دو مماس از دو دا       ياز طرف 

ادعا .  است يمواز2C و 1Cيره هايب بر داي به ترت P و Q مرسوم از  ي با مماس ها   3Cرهي بر دا  Cپس مماس مرسوم از   

ن باشـد  ي باشند و اگر چنيره مي مماس مشترک دو دا    يعنيک خط هستند ،     يQو   P مرسوم از  يم که مماس ها   ي کن يم



 ـ دو داي از محل مماس مشترک هاAC و AD و BC و BD در آن صورت خطوط    رايز. مسئله حل است      نقـاط  ره کـه ي

  . باشديم۴ن نقاط ي کند که تعداد اي هستند عبور ميثابت

CQCBCYCXCPCA: م  يدارC ي از رابطه قوت نقطه      .اثبات ادعا  .. يا بـه عبـارت    ي. ⋅==
CP
CB

CQ
CA

 ، در   =

PCQACB: م  يضمن دار  BACمثلثپس دو   ) چون متقابل به رأس هستند      ( ∠=∠
∆

QPC و 
∆

 ـ متشابه اند و از زاو      ه ي

CQPCAB :م ي متناظر دار يها  بنـاميم داريـم   R راCممـاس مرسـوم از   امتـداد  3Cرهي اگر در داياز طرف . ∠=∠

:CABRCB CB کمانو به   چون روبه ر   ( ∠=∠
∧

RCBCQP:از دو رابطه ي اخير داريم   ) . هستند   پس چون  . ∠=∠

PQزاويه ي مساوي ايجاد کرده ،C در نقطه 3C و مماس مرسوم بر دايره    PQ بر پاره خط   BCQخط مورب  CR  مـي 

  .باشد 

 ـ3Cو1C به ترتيب بر دايره هاي P و Q و مماس هاي مرسوم از     PQحال چون خط   م مـوازي انـد و    همگي با ه

  )چرا؟. (  مي باشد 2C و1C مماس مشترک دو دايره ايPQ نيز هستند ، پسCRموازي مماس

  

R

P

B

Y

A

C3

X

C2

C1

D

C

Q  

  

 ي طور AD و AB امتداد يب بر رو  ي را به ترت   NوMنقاط.  مفروض است    ABCD محدب يچهار ضلع  .۹مسئله

  :م يم که داشته باشيابي يم



o90,, =∠=∠== BCMDCNCBCMCDCN  

DBAي مثلث هايطي محيره هاي برخورد دوم دامحلحال  
∆

NMA و
∆

بـر  AKد کـه  يثابت کن. م ي ناميمK  را

KCعمود است.  

  

A K

B

F

M

Y

N

Eo2

o1o

X

C

D

  

  )الف(

  

DBAي مثلث هايطي محيره هايب مراکز داي به ترت 2O و AC،1O وسط Oدي فرض کن  .حل
∆

NMA و
∆

 باشـد  

  )شکل الف. ( م ي نامي م2C و1Cکه آنها را

 قـرار  1Cرهي داي رو1OمجانسXم ، ي کني را مجانس م2O وO، 1O ، نقاط  ۲و نسبت تجانس    Aحال به مرکز    

 ـ  2Cرهي دا ي رو 2O مجانس Yق مشابه يبه طر ) است  قطرAX شعاع و    1AOچون( دارد    ـ گي قرار م  مجـانس  Cرد وي

Oمياگر ثابت کن  .  شود   يمX،Y و C1 ،يعنيز  ي آنها ن  يک خط هستند مجانس ها    ي يروO 2 وOوO ـ ي رو  ک خـط   ي

  .ار خواهند گرفت و مسئله خواهد شدقر

NDCيچون مثلث ها  
∆

MCB و   
∆

 ـ آنها بـه ترت    ين عمود منصف ها   ين هستند ، بنابرا   ي الساق يمتساو  Eب در ي

  . گذرديمC يعني از رأس سوم مثلث ها Fو



 ـم ، فرض کن   ي کن ياز برهان خلف استفاده م      ـدر ا.  نباشـد  XYي رو Cدي  و 1Cرا درXY خـط  CEن صـورت ي

CF خطXY2را درCکند ي قطع م .  

 ـ XDACEAيه هــايــ زاوياز طرف YNAوˆ,ˆ  ــ ۹۰  ي همگــˆ XDAرايــ باشــند ، زيدرجـه م YNA وˆ  ي روبــروˆ

NDCز عمود منصف مثلث   ي ن CE باشند و  ي م AY و AXيقطرها
∆

 بـر  YNوCE و XDاز عمود بودن خطوط  .  است   

 مورب را بـه طـور   ي پاره خط هايم که خطوط موازي دانياما م .  اند   ين خطوط با هم مواز    ي شود که ا   يجه م ينتANخط  

=1 کنند ، و چون      يمتناسب قطع م  
EN
DE1 باشد پس  يم

1
1 =
YC

XC  1 ، کـهC  د خـط ر محـل برخـوCE بـا XY  ، اسـت 

  . باشد يمXY وسط 1Cنيبنابرا

BFMF يو تساوMY وFC وBX بودن خطوطيق مشابه از مواز   يبه طر  =1 يعني=
BF
MF م داشـت  يخـواه

1
2

2 =
YC

XC2کهC  محل برخورد CFباXY 2نياست و بنابراCوسط XY1 باشـد و طبـق آنچـه گفتـه شـد     ي مC  بـر 

2C   ن به آن معناست که نقاط  يمنطبق است و اFEC د که معادل ي شوي دقت متوجه ميک خط قرار دارند و با کمي بر ,,

DCBيه ي باشد که زاو يبا آن م    ـو زاو برابر صفر خواهد بـود چـون مجمـوع د   Aهين باشد زاوي قائمه باشد و اگر چنˆ ه ي

CDBي DBC و ˆ   . باشد ي درجه م۳۶۰ يک چهار ضلعي يه هاي باشد و مجموع زاويدرجه م۲۷۰;ˆ

 ـبا قرار نـدارد پـس       XYيروC شد که    ي ناش ان تناقض از آنج   يم و از آنجه که ا     يدين به تناقض رس   يبنابرا  Cدي

 ي رو2O و1Oچون. ک خط قرار دارند ي يز رو ي ن O و 2O و 1O شود که  يجه م يآنجا نت واز.  قرار داشته باشد     XYيرو

 ـ ن Kني باشد ، بنابرا   ين خط م  ي ا يز رو ي ن O قرار دارند و   AKيعنيد منصف وتر مشترکشان     عمو  ـ دايز رو ي  بـا  يره اي

)شعاع )OAOAOC OCOKOAمي قرار دارد و دار    O و مرکز  = ،  قـراردارد  AC به قطر  يا رهي دا ي رو Kيعني ==

  . خواهد بودAKC∠=90نيبنابرا

  



o2

o1

o

KA

  

  )ب(

  

CBA مثلث   .۱۰ ي مسئله
∆

 را بـا پـاره خـط      C و B گذرنده از نقـاط    يره ها يمحل برخورد تمام دا   .مفروض است   

  . باشد يکدام مEF ي وسط پاره خط هايمکان هندس. م ي نامي مF وEبيا امتدادشان به ترتي AC وABيها

 ـره ، زاويــشان بـا دا يــامتدادهااي ACوAB يورد پـاره  خــط هـا   برخــي در تمـام حالــت هـا  .حـل   يه هــاي

ACB∠وAFE∠  ـ از آنها مکمـل زاو يکيا ي باشند يک کمان ميبه ا روبه رو يرا ي با هم برابر خواهند بود ، ز   روبـه  يه ي

FEA مثلثيه ها ي شود که زاو   يجه م ياز آنچه گفته نت   ) الف و ب  شکل   . (  است يگري د يرو
∆

.  باشـند  ي همواره ثابت م

Eدکهيحال فرض کن   F و′  ـC وB کـه از يگري ديره اي داشان بايامتدادهاايAC و ABز محل برخورد خطوطي ن′  ي م

 ـطبـق آنچـه کـه گفتـه شـد زاو          . گذرد ، باشند     FEAيه  ي  ـ ن∠′′  ـ∠ACBز برابـر بـا  ي  ـار د باشـد و در کـل  ي م م ي

:ACBAEFFEA FE و   EFن خطوط ي بنابرا ∠′′=∠=∠  ي چند ضـلع ي برا سف تجان ي اند و طبق تعر    يبا هم مواز  ′′

FEA گرند ، پسيکدي باشند متجا نس   ي م يدو مثلث متشابه که اضلاع آن ها مواز       
∆

FEAمجانس ′′
∆

و چون .  باشد ي م

مرکز تجانس اسـت و بـا تجـانس بـا        Aن  ي ماند ، بنابرا   ي است که ثابت م    ياتنها نقطه   ) K≠1در حالت ( مرکز تجانس   

EبهFوEنقاطKنسبت مفروض    Fو′ FEوسط با Mيعني EFطن وس يبنابرا.  شوند   يبرده م ′ M يعني ′′ مجـانس  ′



 ـيک خط قرار دارند ي يف تجانس نقاط مجانس و مرکز تجانس بر رو ي باشد و طبق تعر    يم M وMيعن  ـ ي روA و′ ک ي

 قـرار دارد  ي خط راستي گفته شده بر روي پاره خط هاي وسط هاين بدان معناست که مکان هندس يخط قرار دارند ، و ا     

  . گذرد يمA از که

  

E F

C
B

A A

F

E

C

B

  

  )ب        (                                                         )                  الف(

  

  يچيتجانس مارپ

  . شود ي گفته م)يتجانس دوران ( يچيک تجانس ، تجانس مارپيک دوران و يب ي به ترک.هيف اوليتعر

 کند يمجانس م1F به شکل Kو نسبت تجانس مثبتO را به مرکز F است که ابتدا شکليلي تبد.قيف دق يتعر

F دهد و به شکلي دوران مOي حول نقطه αيه ي زاوي را به اندازه 1Fو سپس شکل   . کند يل مي تبد′

 ـ و زاو  Oرا با دوران به مرکز     F توان ابتداشکل  يف فوق م  ي در تعر  .نکته ل کـرد و  يتبـد 2F بـه شـکل    αيه  ي

F به K و به نسبت تجانسO را با تجانس به مرکز2Fسپس   . کرد بدل′

  



F

F

A’

F’

F1

A1

A2

o

A

  

  

 مـشخص  O و مرکز تجانسKتجانس و نسبتα دوران يه يک زاوي با يچياز آنجا که هر تجانس مارپ  .ک نماد ي

) را با نماديچي شود هر تجانس مارپيم )α,, KORم ي دهيش مي نما.  

  يچيپخواص تجانس مار

 ـ    ي فاصله   يل هندس ين تبد ي ، ا  K=1مگر در حالت خاص    .۱ ، K=1در حالـت    .  کنـد  ي نقاط را حفظ نم

  . معادل دوران تنها خواهد بود يچيتجانس مارپ

 ـدر ا.  مانند يها ثابت نم ه  ي زاو α=0اي ۱۸۰مگر در حالت خاص      .۲  معـادل  يچي مـارپ ن حالـت تجـانس  ي

  .تجانس تنها خواهد بود

  .م يي گويل همانيک تبدي را ۱ و نسبت تجانس o0هي به زاويچيهر تجانس مارپ .۳

ل ي است ، مگر در حالـت تبـد        يچي مرکز تجانس مارپ   يعني O نقطه يچيتنها نقطه ثابت در تجانس مارپ      .۴

   .يهمان

  .ميي گوي را تجانس مرکز o180 و0ه دوراني با زاويچيهر تجانس مارپ .۵

  ي ماند مگر در حالت تجانس مرکزي ثابت نميچ خطي هيچيدر تجانس مارپ .۶

F به شکل  αه دوران يوزاوK ، نسبت  O به مرکز  يچيک تجانس مارپ  ي با   Fهرگاه شکل  .۷ .  بدل شـود     ′



Fآنگاه شکل   ، نسبتO به مرکزيچيک تجانس مارپ يز با   ي ن ′
K
 F درجه به شکل−αه دوراني و زاو1

  . شود يبدل م

  ک خطي يچيافتن تجانس مارپينحوه 

)يچيل تجانس مارپيو تبدO حول مرکز lافته خطيل يافتن تبد ي يبرا )α,, KORـ کاف  بـر  O يست از نقطـه  ي

  درجـه دوران داده و بـا نـسبت    O،α را حـول Hسـپس . م ي بنـام H عمود مرسوم راي رسم کرده پا  ي عمود Lخط

Hم تا   ي مجانس کن  Kمفروض Hنقطه  از  . حاصل شود   ′ HO عمود بر  يخط′  ـ ي رسم م  ′  ـم ، ا  ي کن ن خـط همـان خـط    ي

  .است ′lمطلوب

1OH OH

OH K
OH

H OH α

=

′
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′∠ =

  

  

H1

H

ll’

H’

o

  

  

  . کند ي بدل م′lدي را به خط جدl هر خطيچي تجانس مارپ.۱۱هيقض



ز يک خط ني  و در ضمن مجانس )رجوع به فصل دوران( باشديک خط ميک خط ، يافته ي از آنجا که دوران     .رهانب

  . باشد يد ميک خط جديز يک خط ني يچي، پس تجانس مارپ) رجوع به فصل تجانس (  باشد يک خط مي

  :ره يک داي يچيتجانس مارپافتن ينحوه 

)يچيل تجـانس مـارپ    ي و با تبد   Oحول مرکز 1Cره  يافتن مبدل دا  ي يبرا )α,, KOR  ـ ، کاف   ـست مرکـز دا   ي ره ي

1C1يعنيA  را حول O  يه  ي با زاوα   دوران داده و با نسبت     درجهK  2يم تا نقطه    ي مجانس کنA    سـپس  .  حاصل شود

افته مطلوب  يل  ي شکل تبد  2Cرهيدا. م  يرسم کن )  باشد   يم1Cره  يشعاع دا 1KR ) 1R و شعاع  2A را با مرکز   2Cرهيدا

  .است 

   کندي بدل م2Cديره جديک داي را به 1Cرهي هر دايچي تجانس مارپ.۱۲يه يقض

 ـيد بدل ميره جديک دايره را به يک داي ييلات دوران و تجانس به تنهايک از تبدي از آنجا که هر   .برهان . ( د کنن

 يره بدل ميک دايره را به  يک دا يز  ين ) يچيتجانس مارپ ( ب آن ها    يجه ترک يدر نت )  دوران و تجانس     يرجوع به بخش ها   

  .کند 

  

o

A2

kR1

A1

R1

  

  

F هرگاه شکل  .۱۳هيقض )يچي از تجانس مارپ   ′ )α,, KOR  از شکل F    ـ  BAوABن  ي حاصل شود ، همچن  بـه   ′′



Fيب دو پاره خط متناظر دلخواه از شکل ها        يترت BAوABن خطوط   ي ب يه  يآنگاه زاو .  باشند   F و ′  درجه و α برابر′′

ABkBA   .خواهد بود ′′=.

F باشد و    K با نسبت تجانس   F مجانس شکل  1Fد شکل ي فرض کن  .برهان  αهي با زاو1F شکليافته  يدوران  ′

.11:م  ين طبق فصل تجانس دار    ي بنابرا درجه باشد ،   BAkAB  A نقاطيب مجانس ها يبه ترت 1Bو1A که   11BAABو=

  . باشند يمK و نسبت تجانس Oحول مرکزBو 

F چون   ياز طرف   ـه در فصل دوران دار    ي است طبق قض   αهي و زاو  O حول 1Fافتهيدوران  ′ 11BABA:م  ي  و  ′′=

BAن خطوط ي ب يه  يزاو  ـاز آنچه گفتـه شـد دار      .  درجه است    α برابر 11BA و ′′ BAKAB:م  ي ′′=  ـ و زاو  .  ـ يه  ي ن ي ب

BA وABخطوط   .پس حکم ثابت شده است ) ؟چرا(  درجه است α برابر′′

  

A1

B1
F1

F

B

A

A’

B’F’

o

  

  

F از شکل  ي نقطه ا  F شکل يگر به هر نقطه      ا .۱۴ه  يقض ن دو ي متناظر در ا ي متناظر باشد چنان که پاره خط ها       ′

F وF بسازند ، آنگاه   αه ثابت ي باشد و با هم زاو     K نسبت ثابت  يشکل دارا   به هم قابـل  يچيک تجانس مارپي توسط ′

  .ل هستنديتبد

F و Fي متناظر دلخواه از شکل ها     ي دو نقطه    ′B و Bنقاطد  يفرض کن  .برهان BBOمثلث.  باشند   ′ ′
∆

 ي را طور  



KOBBOميم که داشته باش   ي ساز يم =′ ∠′=α و / BBO.  ) 180ه ياگر زاو: توجه>α باشد آنگاه مثلـثBBO ′
∆

 را 

∠′=−αه  يبا زاو  360BBO يچيف تجانس مارپ  يطبق تعر ) م  ي کن يرسم م( )α,, KOR    ي ، نقطه B    يرا به نقطهB′ 

F از شکل′Aيعنيرا به متناظرش Fاز شکل A ي  هر نقطهيچيمارپن تجانس يم اي کن ياکنون ثابت م  .  کند   يبدل م  ′ 

  . کند يبدل م

  

B’

A’

B

Ao

  

  

AB و BAبنابر فرض مسئله چون    KBAAB باشند ، پسي متناظر م  ي پاره خط ها   ′′ =′′  طبق آن چه ي از طرف/

KOBBO :م  يگفته شد دار   =′  ـ  ين نت ي بنابرا ./ KOBBOBAAB شـود    يجـه م =′=′′  ـ  . //  ـمن زاو در ض  ـ ي ن يه ب

BOخطوط AB و BAن خطوط ي ب يه  يو زاو ) .طبق آنچه گفته شد    ( αبرابرOB و   ′ ض طبـق فـر   (  درجه است    αزين′′

ABOOBAنيبنابرا) مسئله ABO پس دو مثلث∠=∠′′
∆

ABOو ′′
∆

  :م ير دو مثلث دارياز اجزاء نظ.  متشابهند 

OA OA OB OB A B AB K/ / /′ ′ ′ ′= = =  

AOBو ∠BOA يايطبق تشابه مذکور زوا   مين داريبه طرف∠′OBA شوند ، با اضافه کردن مقدار يبرابر م∠′′

OAAOBABOAOBAAOBOBB ′∠=′∠+∠=′∠+′′∠=′∠=α  

 ـپس زاو   ـ يه  ي AOو OAن دو خـط   ي ب KOAAOدرجـه و    αبرابـر    ′ =′  ـ/ بـا تجـانس    ′Aپـس   .  باشـد    يم



)يچيمارپ )α,, KOR ي از نقطهA بدست آمده و حکم ثابت شده است .  

A را به پاره خطAB که پاره خطي ايچيافتن مرکز تجانس مارپيطرز  B′   .دي نمايل مي تبد′

BA و ABپاره خط ن دو   ي ب يه  ي هر گاه زاو   .حالت اول   به هم O مفروض به مرکز مفروضيچيمارپ که با تجانس   ′′

BA وABي درجه باشد و پاره خط ها۳۶۰ا ي ۱۸۰ل شده اند برابر    يتبد  ـ در ايچي باشـند ؛ تجـانس مـارپ   ي نامساو′′ ن ي

) ن حالـت    يمرکز تجانس در ا    ( يچيمرکز تجانس مارپ  Oافتن  ي يپس برا .  شود   يل م ي تبد يک تجانس معمول  يحالت به   

AAست محل برخورد خطوطيکاف BB و′   )رجوع شود به فصل تجانس . ( م يابي را ب′

  

B

A

B’

A’

o

A’

B’

o

A

B

  

  )ب    (                                                   )              الف(

  

BAوABدو خط م که مرکز تجانس ي قبلاً در فصل تجانس نشان داد.هان اولبر   .د ي آي چگونه بدست م′′

ABO دو مثلث.برهان دوم
∆

ABO و  ′′
∆

  :م ير داري نظياز روابط اجزا) چرا؟ ( متشابهند

KABBAOBBOOAAO =′′=′=′ ///  

OAKAOOBKBOنيبنابرا .,. ∠′=∠′= ۱۸۰ يا ۳۶۰ و ′=′= OBBOAA )  ـ   درجـه و در     ۳۶۰ل الـف    کدر ش

  . باشدي مفروض ميچي مرکز تجانس مارپOنيبنابرا)  درجه۱۸۰شکل ب 

BAوABن دو خط ي بيه  يهرگاه زاو  .حالت دوم   بـه هـم   O مفروض با مرکز نامـشخص يچي که با تجانس مارپ′′



BAوABي درجه باشد و پاره خط ها      ۳۶۰ا  ي ۱۸۰اند ، مخالف با     ل شده   يتبد ) باشـند  يمساو′′ )BAAB  ، تجـانس    =′′

  ، )ن حالت يدوران در ا   ( يچي ، مرکز تجانس مارپ    Oافتني يپس برا .  باشد   يک دوران م  ي مذکور تنها معادل با      يچيمارپ

BB ي پاره خط هايست که محل برخورد عمود منصف هايکاف AAو ′   .را بدست آورد′

  

B’

B

A’

A

o  

  

 ـ مرکـز دوران باشـد ، دار  O نقطه اگري دوران برا  فيطبق تعر  .برهان AOOA: م ي افتـه  ي دوران ′Aچـون ( =′

AحولO   نيو همچن )  استBOOB  ـ  يجه م ي ، از آنچه گفته شد نت       پس =′  عمـود  Oي نقطـه  ي شود ، مکـان هندس

AA خطوطيمنصف ها  BBو′  ي باشد پس عمود منـصف هـا  ي م۳۶۰ و ۱۸۰ دوران مخالف يه ي  از آنجا که زاو. باشديم′

AAيمحل برخورد عمودمنصف پاره خط هاOپس  ) ؟چرا( مذکور متقاطعند  BBو′  ـيز.  باشد ي م′  يرا متعلق به هر دو م

  .باشد

BAوABن دو خط  ي ب يه  ي هرگاه زاو  .حالت سوم   بـه هـم   O مفروض با مرکز نامـشخص     يچيکه با تجانس مارپ   ′′

 ـ ، کافيچي مرکز تجانس مارپOافتني يبرادرجه باشدαو برابر  باشد ،  درجه۳۶۰ا ي ۱۸۰ل شده اند مخالف با     يتبد ست ي

APAيث ها مثليطي محيره هايمحل برخورد دوم دا    BPB و′  خطـوط  محـل برخـورد  P ي را به دست آورد که نقطه ′

ABوBA   . باشد ي م′′

AAPي مثلث هـا يطي محيره هايب داي به ترت  2Cو1Cد  ي فرض کن  .برهان ′
∆

BBP و ′
∆

 محـل  O باشـند چـون  



 و رو به رو به کماني روOنکهيره قرار دارد ، از ا     ي هر دو دا   ي باشد پس رو   ي م  2Cو1C رهي دا برخورد دو 
∧

′AA  ، اسـت 

ــدار ∠′=∠′=α: م يـ AAOAAPــهيو از ا ــ دايروOنکـ ــان   2Cرهيـ ــه رو کمـ و رو بـ
∧

′BBــت دار ــاسـ م يـ

:α=′∠=′∠ BBOBBPم داشت ي و از آن دو خواه:  

)۱(                  α=′∠=′∠ BBOAAO  

  

C1

A’

B’
C2

B

A
o

P

  

  

  :م يب داري به ترت2C و1Cريدر ضمن در دوا

OPAAAO OPBBBOو∠′=∠ ∠=′∠  

OPAOPBوچون   :م ي ، دار∠=∠

)۲(                          AAOBBO ′∠=′∠  

BBOي شود که مثلث ها    يجه م ي نت ۲و۱از روابط   
∆

 و   ′
∆
′AAO ـاز اجـزاء نظ . متشابه اند  داشـت  م ير آنهـا خـواه  ي

:BOAOOBOA ′′= Kيعني  //
OB

BO
OA

AO
=

′
=

 يچي مرکـز تجـانس مـارپ      O ، يچيف تجانس مارپ  يپس طبق تعر   . ′

  :م يرا داريمفروض است ، ز



K
OB

BO
OA

AO
=

′
=

∠′=∠′=αو′ OBBOAA  

AA هرگاه در حالت سوم    .نکته BBو′  ي مثلث ها  يطي مح يره ها ي ، محل برخورد دوم دا     O باشند ، آنگاه   ي مواز ′

AAP ′
∆

BBP و ′
∆

BAوAB برخوردي همان نقطه Oپس.  شود ي منطبق مPي بر نقطه    . باشد يم′′

  

o,p

C1

C2

B

B’

A’

A  

  

BA را به AB که پاره خط مفروضي ايچيمارپ مرکز تجانس .۱۵هيقض  ي ايچي کند با مرکز تجانس مارپيبدل م′′

AAکه BB را به′   .ق است  کند منطبي بدل م′

)يچي مــارپيب مرکـز تجــانس هـا  يــ بـه ترت ′OوOد يــ فـرض کن .برهـان  )α,, KOR کـه ABرا بــه BA ′′ 

)و )β ′′ ,, LOR   که AA BB را به  ′  ـ.  کنـد باشـند   ي بدل م ′  ـ ي نتياز اول ∠′=∠′=α شـود کـه  يجـه م BBOAAO 

KOBBOOAAOو =′=′ BOB يه هاي به زاو∠′OBAبا اضافه کردن مقدار.  // AOAوˆ′   :م ي دار′ˆ

βα =′∠+=′∠=∠ OBAOBAAOB  

يو از رابطه 
OB

BO
OA

AO ′
=

  :م ي دار′



L
OB
OA

BO
AO

==
′
′  

  .منطبق است ′Oبر Oگفته شد نچه پس طبق آ) ري زباتوجه به شکل( 

  

C2

C1

Q

A’

B

O

B’

A

  

  

  کيب دو تجانس مارپيچيتر

 تجـانس مـارپيچي   2αو1α زاويـه ي دوران  2K و 1K ترکيب دو تجانس مارپيچي با نـسبت تجـانس         .۱۶قضيه

21 و زاويـه ي دوران     KK.21جديدي اسـت کـه بـا نـسبت تجـانس           αα  يعنـي وقتـي     ؛ در ايـن حالـت اسـتثناء        +

.1که 21 =KK36021 و =+ ααترکيب دو تجانس مارپيچي يک انتقال است .  

 و زاويـه ي     1Kو نسبت تجانس  1O بر اثر يک تجانس مارپيچي به مرکز         F از شکل  1F فرض کنيد شکل   .برهان

Fباشد و شکل بدست آمده  1αدوران و زاويه 2K و نسبت تجانس 2Oاثر تجانس مارپيچي به مرکز بر1F هم از شکل′

BAوAB،11BA. بدست آمده باشد     2αي دوران  در ايـن  .  را پاره خط هاي متناظر در اين سـه شـکل مـي گيـريم      ′′

111صورت / KABBA هـم  ) ۱۳ قـضيه  طبـق ( درجـه اسـت     1α برابـر    11BAوAB و زاويه ي بـين دو پـاره خـط          =



/211چنين KBABA BA و11BA و زاويه ي بين دو پاره خط′′=   :بنابراين ) . ۱۳طبق قضيه(  درجه است 2α برابر′′

( ) ( )1 1 1 1 2 1A B AB A B A B A B AB K K/ / /′ ′ ′ ′= × = ×  

BA و ABن دو خطي بيه يو زاو 21برابر′′ αα   )ري زشکل مطابق.(د باشْي م+

  

B’
A’

F’

F1 B1

A1
B

A

o
o1

1

1
1

2
2

1

2

21+

F

  

  

F و Fي متناظر در شـکل هـا      يچون پاره خط ها     ـ هـستند و بـا هـم زاو        KK.21 نـسبت ثابـت    ي دارا ′  يه  ي

21ثابت αα F و F ي سازند ، پس شکل ها     ي م +  ـ بـا زاو  يچيگر بر اثر تجانس مارپ    ي از همد   ′ 21 دورانيه ي αα  و +

  .د ي آي به دست مKK.21نسبت تجانس

o36021 که يدر ضمن در حالت    =+ αα 1 و. 21 =KK   1 باشد ، چون. 21 =KK    ـرک پس بـا ت  ب دو دوران بـا    ي

  .ک انتقال استيم که طبق آنچه در فصل دوران گفته شد معادل يهست رو به روα−360وαيه هايزاو

  يچيدو تجانس مارپب ي حاصل از ترکيچيافتن مرکز تجانس مارپيطرز 

) بـا  يچيارپب دو تجانس م   ي حاصل از ترک   يچيافتن مرکز تجانس مارپ   ي يبرا )111 ,, αKOR و ( )222 ,, αKOR 

2121م که يابي ي م ي را طور  ′2Oو′1Oابتدا نقاط  α=′∠ OOO   1212 و . OOKOO 1212باشد و   ′= α−=′∠ OOO باشد



2121و OOKOO ) با 2O حول ′2Oيچياز تجانس مارپ  ′1O يعني. باشد   ′=⋅ )222 ,, αKOR  ـ آ ي بدست م   از  2Oد و ي

) با1Oحول′2Oمارپيچي تجانس  )111 ,, αKORبدست مي آيد .  

)يچي حول خودش تحت تجانس مارپ     1Oياز طرف  )111 ,, αKOR  ماند و  ي ثابت م ( )222 ,, αKOR 1نرا بـه  آO′ 

)يچي با تجانس مارپ   ′2O برد و  يم )111 ,, αKOR   2 بهO2 و    رود يمOبا( )222 ,, αKOR ـ  .  مانـد    يثابت م   يپـس م

 ـ حاصـل از ترک    يچيب با تجـانس مـارپ     ي به ترت  ′2Oو1Oجه گرفت يتوان نت  )يچيب دو تجـانس مـارپ     ي )111 ,, αKOR 

)و )222 ,, αKOR يعني( )2121 ,., αα +KKOR1 از نقاطO′2وOشوند ي حاصل م .  

21OO به پاره خطO مذکور حول مرکز نامشخص    يچيبا تجانس مارپ  ′21OOپس پاره خط     طبق .  شود يل مي تبد′

BA را به پاره خط    AB که پاره خط   ي ا يچين مرکز تجانس مارپ   افتيآن چه که در مورد طرز         ـ′′  کنـد ، در سـه   ي بدل م

  :م ي کنيدا مي را پOحالت

21OO و′21OOن دو خطي بيه ي هر گاه زاو   .حالت اول  2121 درجه باشد و۳۶۰ا ي ۱۸۰ برابر با ′ OOOO  يبـرا  . ′≠′

11OO است محل برخورد خطوطيکافOافتن ي 22OO و ′   .ميابيرا ب′

  

 

o

o’1

o’2

o1

o2

o

o’2
o’1

o1

o2

  

  )الف(  ) ب(

  

21OO و′21OOن دو خط وي بيه ي هر گاه زاو   .حالت دوم  2121 درجه باشد و۳۶۰ا ي ۱۸۰ مخالف ′ OOOO  باشد ′=′



11OO ي است که محل برخورد عمودمنصف هاي کافOافتني ي، برا 22OO و ′   .م يرا مشخص کن′

  

o’2

o’1 o1o2

o
  

  

  .م ي کني ميه بررسي حالت سوم را بعد از چند قض.ملاحظه

21OO و ′21OOن دو خط    ي ب يه  ي هرگاه زاو  . الف .۱۷ه  يقض 2121 باشد و  ۳۶۰ا  ي ۱۸۰ مخالف   ′ OOOO  باشـد و    ′=′

 تـوان   يد، آنگاه م   انجام شو  α و برابر  ي دوران مساو  ي هيبا زاو 2O و   1Oي با مرکز ها   يچين هر دو تجانس مارپ    يهم چن 

11OO ي عمود منصف ها   يب دو دوران ، علاوه بر قرار داشتن رو        ي در ترک  Oنقطهجه گرفت   ينت 22OO و   ′  عمود  ي بر رو  ′

  .ز قرار دارد ين21OOمنصف 

 ـ به ترت2O و 1O با مراکز يچيب دو تجانس مارپي حاصل از ترکيچي مرکز تجانس مارپ  O هرگاه .ب.۱۷ه  يقض ب ي

)يه ها و نسبت هايبا زاو )α,Kو





 α,1

K
  . قرار دارد 21OO عمود منصف پاره خطي روO باشد ، آنگاه

11OO عمود منصف ي روOن مطلب کهيرا قبلاً ايه فوق معادلند ؛ زي دو قض.نکته 22OO و ′  و ي قرار دارد را بررس′

  .م ياثبات کرد

 ـب دو دوران گفتـه شـد ترک       ي طبق آنچه که در ترک     .اثبات )ب دو دوران  ي )α,,1 KOR   و 





 α,1,2 K
OR  برابـر



)با )α2,1,OR) : با مرکزيچي تجانس مارپيعني O دورانيه ي و زاو۱ ، نسبت تجانس α2 ( باشد يم .  

)يچيبـا تجـانس مـارپ     ′2O و ′1O گفته شـد   ′2O و ′1Oفيطبق آنچه که در تعر     )α2,1,OR ) ـ   ـا در ا  ي ن حالـت   ي

)دوران )α2,OR  (1به نقاطب يبه ترتO′2 وOي روند  م.  

21OO و ′21OOين پاره خط ها   يبنابرا  ـفـرض کن  .  کند   يرا دوران طول پاره خط ها را حفظ م        يند، ز ي مساو ′  Pدي

1221يمحل برخورد اقطار چهار ضلع     OOOO 21از آنجا که  .  باشد   ′′ OOP
∆

 ـ  ينت) چرا ؟   ( ن است   ي الساق يو متسا   يجـه م

21:شود  OPOP ′=′  

2121چون(  OPPOOO 1212 و ′−=′ OPPOOO ′′نيبنابرا ) ′−=′
∆

21 OOPاز . ن اسـت ي الـساق يز متساوي ن

21و∠21POOيطرفـــ OPO 2121پـــس.  متقابـــل بـــه رأس انـــد∠′′ OPOPOO م يـــز داريـــ و از آن ن∠=∠′′

:α=′′∠=′′∠ 1221 OOPOOP.  

21OOحــال چــون مــورب 21OO و21OO بــر خطــوط′ جــاد کــرده اســت ، پــس ي اαي مــساويه هــايــ زاو′′

2121 OOOO ــ′′ ــد يمـ ــث .  باشـ دو مثلـ
∆

′11OOPو
∆

′22OOPــ ن ــد   يـ ــشابه انـ ــم متـ ــا هـ ــرا ؟ ( ز بـ ) چـ

ــابرا 1122نيبن OPOOPO ــه   . ∠′=∠′ ــع رابط ــا جم ــه  يب ــا رابط ــل ب ∠=∠=αي قب 1221 OPOOOــ دار م ي

:211122 OOOOOO 1221يبنابر آنچه گفته شد چهار ضلع      . ∠′=∠′ OOOO  ـ ني الـساق  ي متساو  ذوزنقه ′′ . (  باشـد  ي م

2211 يعني OOOO ′=′(  

11OOحال عمود منصف هاي    22OO و ′  ي همان مرکز ترکيب دو تجانـس     O را رسم مي کنيم ، محل برخورد آ نها         ′

 α2 و زاويه  Oبا دوران حول  ′2Oچون  . مي ناميم   2H و   1Hپاي عمود منصف هاي مذکور را به ترتيب       . مارپيچي است   

α222 مي رود،    2Oبه =′∠ OOO   22مي باشد و چون OOOO  ، مثلث  ′=
∆
′ 22OOO   متساوي الساقين بوده پس عمود 

∠=αمنــصف ، نيمــساز نيــز مــي باشـــد     22OOH .    بــه طريــق مــشابهα=∠ 11OOHـ  .  شـــود ي مـ



902211چون =∠=∠ OOHOOH، 1122 پس HOOHOO به ترتيـب   22HOو11HO مي شود  از طرفي       ∠=∠

11OOدو برابر    2211مي باشند پس برابر هستند ، مي باشند و چون       ′22OOو′ OOOO 2211 داريم′=′ HOHO پس  . =

OHOدو مثلث  OHOو∆11 از اجـزاء نظيـر داريـم    . هـشت مـي باشـند     با دو زاويـه و ضـلع بـين مـساوي همن        ∆21

:12 OOOO   . مي باشد 21OO روي عمود منصفO پس مکان هندسي=

  

o1

o’2
o’1

o2

H2
H1

P

o

  

  

21OO اگر زاويه ي بين دو خط      .حالت سوم   کافيـست  O بـراي يـافتن  . درجه باشد ۳۶۰ يا ۱۸۰ مخالف ′21OO و′

محل برخورد دوم دايره هـاي محيطـي مثلـث هـاي          
∆

′
11OOPو 

∆
′22OOP    را بـه دسـت آورد کـه نقطـه ي P  محـل 

21OOبرخورد   . مي باشد ′21OOو′

  



o2

o1

o’1

o’2

o

P

  

  

  )چرا ؟ ( حالت سوم حساب کرد ازلت دوم را مي توان جزئي  حا.نکته

  )چرا ؟ (  نيز برآن دو منطبق است O يکي باشند2Oو1O هرگاه .نکته

.  با هم موازي نيـستند    CD و AB يک چهار ضلعي محدب مي باشد به طوري که         ABCD چهار ضلعي  .۱۱مسئله

∠=>o90: طـوري قـرار مـي دهـيم کـه داشـته باشـيم                ABCD را درون چهـار ضـلعي      Xنقطه ي  BCXADX 

∠=∠>o90و CBXDAX . ــر ــلYاگـ ــاي  محـ ــصف هـ ــود منـ ــورد عمـ ــت CD وAB برخـ ــد ؛ ثابـ  باشـ

ADXAYBکنيد ∠=∠ 2.   

∠=∠=α فرض کنيد  .حل BCXADXوβ=∠=∠ CBXDAX    دو مثلث DAX
∆

CBXو  
∆

( متشابه انـد    

  :بنا به اجزاي نظير داريم ) برابر دارندچون دو زاويه ي 

CX CB
DX DA

CX DX K
CB DA

=

= =

  

  :پس خواهيم داشت 

  



C D

Y
X

B
A

2

  

  

),,(با کمي دقت متوجه مي شود که با تجانس مارپيچي          αKCR  نقطه ي BبهX      و بـا تجـانس   .  برده مي شـود

مارپيچي





 α,1,

K
DR نقطه ي XبهAمـارپيچي  ي حاصل از ترکيـب دو تجـانس    برده مي شود پس با تجانس مارپيچ

)مذکور يعني  )α2,1,OR،B به A        برده مي شود ؛ پس داريم :α2=∠BOAوO   روي عمود منصف AB  قـرار دارد    )

   )=OBOAزيرا

طبق قضيه .  تبديل شده است α2و زاويه يOتوجه کنيد که در اين حالت تجانس مارپيچي به يک دوران حول             

 به ترتيـب بـا زاويـه هـا و     D وCمرکز تجانس مارپيچي حاصل از ترکيب دو تجانس مارپيچي با مراکز    Oاساسي چون   

)نسبت تجانس هاي )α,Kو 





 α,1

K
  . قرار خواهد گرفتCDفروي عمود منصO مي باشد ، 

با توجه به آنچه که گفته شد و اين نکته که دو خط در حالتي که با هم موازي و هم منطبق نباشند فقـط در يـک                     

 α2=∠BOAزيـرا اگـر  . ه اسـت و مسئله حل شد.  مي باشد Y همان نقطهOنقطه برخورد دارند ، نتيجه مي شود که   

 ناموازي اند پس عمودمنصف هاي آن هـا نيـز مـوازي يـا          CD و BA ؛ در ضمن چون دو خط      α2=∠BYAباشد آنگاه 

  .پس اثبات کامل است. منطبق نخواهند بود 

 AD وAB را بـه ترتيـب بـر روي امتـداد    NوMنقاط.  مفروض است    ABCD چهار ضلعي محدب   .۱۲مسئله  



  :طوري مي يابيم که داشته باشيم 

o90=∠=∠ BCMCN      ،     CBCM =    ،          CDCN =  

DBAحال محل برخورد دوم دايره هاي محيطي مثلث هاي          
∆

NMAو
∆

 AKثابـت کنيـد کـه   .  مي نـاميم  Kرا

  . عمود است KCبر

 Dبـه Bدوران مي دانيم که اگر با مرکز تجـانس مـارپيچي نامـشخص نقطـه                طبق حالت سوم طرز يافتن       .حل

ا امتـداد داده تـا همـديگر را در    رDN و BM برده مي شود براي يافتن اين مرکز دوران کافي است خطوط         NبهMو

DBA آنگاه محل برخورد دوم دايره هاي محيطي مثلث هـاي           .  قطع کنند    Aنقطه اي مثل  
∆

NMAو
∆

 ) Kيعنـي (  را   

  . مذکور خواهد بودمرکز تجانس مارپيچيK. بيابيم 

 رفتـه  DN طي اين تجانس مارپيچي به پاره خطBMمرکز تجانس مارپيچي مذکور است چون پاره خطKچون  

نيز با تجانس مارپيچي مذکور به هم تبديل مي شوند و           E يعني   DN وسط Fو يعني BMاست بنابراين وسط پاره خط    

از آنچه . واهد بود  خBADيا زاويهDN و BM برابر زاويه ي تجانس مارپيچي يعني زاويه ي بين خطوطFKEزاويه ي 

.  هر دو برابر مي باشند FAE وFKE محاطي مي باشد چون زاويه ي      AKEFکه گفته شد نتيجه مي شود چهار ضلعي       

 مي AECE قطر دايرهAC نيز مي گذرد چونC ازAEFرفي دايره ي قرار دارد از طAEFروي دايرهKيا به عبارتي 
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  . خواهد بود AKC∠=90 قرار دارد بنابراينACروي دايره اي به قطرKپس 

BF تـساوي  وMY و FC و BXبه طريق مشابه از مـوازي بـودن خطـوط         
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XC 2 کهC  محل برخورد CFباXY 2 بود بنابراينCوسط XY 1 مي باشد و طبق آنچه گفته شـدC2وC 



و با کمي دقت متوجه مي شويد که معادل با آن مـي         .  بر يک خط قرار دارند     CEFمنطبق است و اين به آن معناست که       

 BDCي برابر صفر خواهد بود چون مجموع دو زاويـه Aقائمه باشد و اگر اين چنين باشد زاويه BCDباشد که زاويه ي     

بنابراين به تناقض رسيديم و از آنجـا  .  مي باشد ۳۶۰ درجه مي باشد و مجموع زاويه هاي يک چهارضلعي  CBD   ، ۲۷۰و

از آنجا نتيجـه مـي   .  قرار داشته باشد XY يرو بايدCقرار ندارد پس  XY روي   Cکه اين تناقض از آنجا ناشي شد که       

  )مجانس هاي اين نقاط . (  نيز روي يک خط قرار دارند Oو2Oو1Oشود که

 نيز روي اين خط مي باشـد بنـابراين          Oو.  قرار دارند    AK روي عمودمنصف وتر مشترکشان يعني     12OOچون

K     نيز روي دايره اي با شعاع( )OAOAOC OCOKOA قرار دارد و داريم O و مرکز  =  روي دايـره اي  K يعني==

  . خواهد بودAKC∠=90بنابراين. قرار دارد AC قطر به

 


