
  جبر هيأتهاي اعداد. ترسيمهاي هندسي

توان  خواننده از دوره مدرسه به ياد دارد كه مي. ترسيم هميشه موضوع محبوبي در هندسه بوده استهاي  لهمسأ 

اي را دو نيم كـرد، خطـي از يـك             خط يا زاويه    توان پاره    مي :كش و پرگار انواع زيادي از ترسيمها را انجام داد           فقط با خط  

ها از  له در همه اين مسأ. محاط كرد، و غيرهاي ر يك خط مفروض رسم كرد، چند ضلعي منتظمي را در دايرهنقطه عمود ب

گيري  رج براي كشيدن خط راست و نه اندازهشود يعني ابزاري غيرمدّ  استفاده مي]ستاره[اره كش فقط به عنوان سطّ خط

و پرگار از دوران باستان سـابقه دارد هـر چنـد خـود              كش     محدوديت ابزارهاي ترسيم به خط     .ها  يا مشخص كردن فاصله   

  .كردند  ساير ابزارها هم ترديد نمييونانيان در استفاده از

 سال پيش ۲۰۰حدود (از آپولونيوس » تماسها«له موسوم به هاي كلاسيك ترسيم، مسأ يكي از مشهورترين مسأله 

له، دايره چهارمي است كه بر هر سه مماس مطلوب مسأفروضند و  است كه در آن سه دايره دلخواه در صفحه م        )از ميلاد 

راسـت     شده و به يك نقطه يـا خـط         »تباهيده«هاي مفروض     در حالت خاص، مجاز است كه يك يا چند تا از دايره           . باشد

 اي مماس مثلاً ممكن است ترسيم دايره. تبديل گشته باشند) »بينهايت « يا   اي به شعاع صفر   » دايره «يعني، به ترتيب،    (

سبتاً ساده است، امـا   بررسي و حل اين حالتهاي خاص ن    .بر دو خط مفروض و گذرنده از يك نقطه مفروض خواسته شود           

  .له بسيار دشوارتر استحالت كلي مسأ

تـر از همـه    كش و پرگار جالـب توجـه     ضلعي منتظم با خط    nهاي ترسيم، شايد ترسيم يك        لهدر ميان همه مسأ    

درباره ، از دوران باستان معلوم بوده است و بحث  n = 3,4,5,6، مثلاً nازاي مقادير خاصي از له به سأحل اين م  راه.باشد

.  ناممكن است(n = 7)ضلعي منتظم          كه ترسيم هفت شده استاما ثابت. آنها بخش مهمي از هندسه مدرسه است

 ]سه بخـش كـردن  [ تثليث :ه بوده استحل براي آنها بيهود له كلاسيك يوناني ديگر هم هست كه جستجوي راهسه مسأ 



يعني يافتن يال مكعبي كه حجمش دو برابر حجم مكعبي باشد           (عيف يك مكعب مفروض     يك زاويه دلخواه مفروض، تض    

 در ).يعني ترسيم مربعي كه مساحتش با مساحت يك دايره مفروض برابر باشد(، و تربيع دايره )كه يال آن در دست است

  .كش و پرگار مجاز است استفاده از خطها، فقط  لههمه اين مسأ

ترين دسـتاوردها در رياضـيات شـدند و آن،            هاي حل نشده موجب يكي از چشمگيرترين و بديع         اين گونه مسأله   

ناپـذير    هـا قطعـاً حـل       لهين گمان قوت گرفت كه شايد اين مسأ       ثمر براي حل آنها، ا      موقعي بود كه پس از قرنها تلاش بي       

 ـضيدانان خود را با اين پرسش دشوا     بنابراين، ريا  .باشند تـوان ثابـت كـرد      چگونـه مـي  :رو ديدنـد كـه  ر و جالب توجه روب

  هاي خاصي قابل حل نيستند؟ لهمسأ

 در طـي قـرن   .بـود  بـه بـالا     ۵له حل معادلات درجـه      اعث بروز اين انديشه تازه شد، مسأ      كه ب اي    لهدر جبر، مسأ   

توان به روشي مشابه با روش مقدماتي حل          را مي  ۴ يا   ۳هاي جبري درجه     شانزدهم رياضيدانان پي برده بودند كه معادله      

توان به صورت  ي معادله را مي»ها ريشه« جوابها يا : همه اين روشها خصيصه مشتركي دارند.معادلات درجه دوم حل كرد

يك از آنها يا يك عمل آيند، عملهايي كه هر  عبارتهايي جبري نوشت كه با يك رشته عملها از ضرايب معادله به دست مي

هـاي    توان گفت كـه معادلـه       مي.  و يا گرفتن ريشه دوم، سوم، يا چهارم است         - جمع، تفريق، ضرب، يا تقسيم       -گوياست  

 به معنـي ريـشه گرفتـه        radix لاتيني   كلمه راديكال از واژه   (شوند     حل مي  »به وسيله راديكالها  «تا درجه چهارم    جبري  

هـاي مراتـب بـالاتر، بـه          رسيد كه همين شيوه، بـا اسـتفاده از ريـشه            از اين به نظر نمي    تر    هيچ چيز طبيعي  ). شده است 

حتي .  ولي همه تلاشهايي كه در اين جهت صورت گرفت به شكست انجاميد. و بالاتر تعميم داده شود۵هاي درجه  معادله

 در اوايل قرن نوزدهم بود .دادند فريب مياند  رياضيدانان برجسته قرن هيجدهم خود را با اين فكر كه راه حل را پيدا كرده

ان انقلابي بود يعني    اي را مطرح كردند كه در آن زم          انديشه ٢و نابغه نروژي آبل   ) ۱۸۲۲ – ۱۷۶۵( ايتاليايي   ١كه روفيني 
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له اين نيست   بايد به روشني درك كرد كه مسأ      . ها  به وسيله راديكال    nناپذيري حل معادله جبري كلي درجه        اثبات امكان 

 . در رساله دكتري خود ثابت كرد      ۱۷۹۹س در سال     اين موضوع را گاؤ    . جواب دارد يا نه    nكه آيا هر معادله جبري درجه       

تـوان بـه      مـي ها را     هاي يك معادله وجود ندارد، به خصوص به اين دليل كه اين ريشه              پس هيچ شكي درباره وجود ريشه     

و تكامل زيادي يافته ها البته خيلي مهم است   هنر حل عددي معادله.سبه كردهاي مناسب با هر درجه از دقت محا شيوه

 آيا حل معادله ممكن است فقط به وسيله عملهاي گويا و راديكالها انجام :له آبل و روفيني چيز ديگري بوداست، ولي مسأ

شكوهمند جبـر نـوين و نظريـه        له كاملاً روشن شود، الهامبخش پيشرفت       ل به اينكه جوانب گوناگون اين مسأ       تماي شود؟

  .آغازگر آن بودند) ۱۸۳۲ – ۱۸۱۱ (٣گروهها بود كه روفيني، آبل، و گالوا

 .هاي اين گرايش در جبر است ترين نمونه ناپذيري بعضي از ترسيمهاي هندسي، يكي از ساده موضوع اثبات امكان 

كش و پرگـار   عيف مكعب را با خطمنتظم، يا تضهفت ضلعي ناپذيري تثليث زاويه، ترسيم   خواهيم توانست امكان   بالاخره

ناپذيري بعضي از ترسيمها نخواهد بود بلكه اين پرسش مثبت خواهـد              له منفي امكان   نقطه شروع كار ما مسأ     .ثابت كنيم 

بـه آسـاني    پس از آنكه به اين پرسش پاسـخ داديـم،   پذير را كاملاً مشخص كرد؟ توان همه مسائل ترسيم  چگونه مي :بود

  .گيرند هاي نامبرده در بالا در اين دسته قرار نمي لهن نشان داد كه مسأتوا مي

 در  . عددي اول باشد، پرداخـت     p ضلعي منتظم در حالتي كه       pپذيري    س در هفده سالگي به بررسي ترسيم      گاؤ 

ت اگر و پذير اس   ضلعي منتظم ترسيمpس كشف كرد كه  گاؤ. ضلعي معلوم بود۵ ضلعي و ۳پذيري  آن موقع فقط ترسيم

  ي اول، »عدد فرما «يك   pتنها اگر 
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ثير اين كشف خود قرار گرفت  گاؤس جوان آنقدر تحت تأ.هستند ۶۵۵۳۷، ۲۵۷، ۱۷، ۵، ۳نخستين عددهاي فرما . باشد

بردهايش رات و كاشناس شود دست كشيد و مصمم شد زندگيش را وقف رياضي كه فوراً از هدف خود مبني بر اينكه لغت

اي برنـزي از او در        پـس از مـرگش مجـسمه      . كـرد    او هميشه از اين نخستين شاهكار خود با غرور و افتخار ياد مـي              .كند

توانست از او به   ضلعي منتظم است، و هيچ بزرگداشتي مناسبتر از اين نمي۱۷پا داشتند كه پايه آن به شكل برگوتينگن 

  .عمل آيد

له اين نيست كه شكلهايي را عملاً و م، هرگز نبايد فراموش كنيم كه مسأكار داريدسي سرو وقتي با يك ترسيم هن

كش و پرگار و با فرض اينكه ابزارهاي مـا از              با استفاده از خط    طبا درجه معيني از دقت بكشيم، بلكه اين است كه آيا فق           

چيزي كه گـاؤس ثابـت كـرد ايـن اسـت كـه              . به جواب دست يافت يا نه     توان به طور نظري       كامل برخوردارند، مي  دقت  

ممكن ترين راه براي اجراي عملي آن ترسيمها يا تدابير   نظريه او به ساده.پذيرند الاصول امكان او عليترسيمهاي مورد نظر 

 از لحاظ عملي، . اينها از لحاظ نظري اهميت بسيار كمتري دارند.سازي و كاهش تعداد مراحل لازم كاري ندارد براي ساده

 ناتواني .بخش نيست نتيجه چنين ترسيمهايي هرگز به اندازه ترسيمي كه با استفاده از يك نقاله خوب انجام شود، رضايت

له ترسيم هندسي و لجاجت در نپذيرفتن حقايق تثبيت شده علمي، باعث تداوم صـف               ماهيت نظري مسأ  در فهم صحيح    

   . استكنندگان دايره شده گران زاويه و تربيع تثليثپايان  بي

كيد كنيم مفهومي كه در اينجا از ترسيم هندسي در نظر داريـم از بعـضي لحـاظ سـاختگي     بايد يك بار ديگر تأ   

ند اما محدوديت ابزارها به اين دو وسيله به هيچ وجـه     هست  ترين ابزارهاي ترسيم     ساده كش و پرگار مسلماً     خط .نمايد  مي

به عنوان نمونه،    -ها  له بعضي از مسأ    ها هزاران سال قبل دريافته  بودند،      طور كه يوناني    همان. مربوط به ذات هندسه نيست    

 به همان مجاز باشد قابل حل است؛ ]يانگو[كشي به شكل يك زاويه قائمه   اگر مثلاً استفاده از خط-له تضعيف مكعبمسأ



تر را رسم كرد،  ي، و خمهاي پيچيدهان بيضي، هذلولتوان ابزارهاي ديگري غير از پرگار ابداع كرد كه با آنها بتو سادگي مي

   .دهد پذير را گسترش مي و استفاده از آنها مجموعه اشكال ترسيم
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