
  تبديلهاي موبيوس

  تصوير گنجنگاشتي

ولي اغلب نياز داريم كـه آنهـا را بـه    . تا كنون اعداد مختلط را با نقاط يك صفحه نمايش داده ايم      

  .صورت نقاط واقع بر يك كره هم در نظر بگيريم

معادلـه ايـن   . گيريم  مماس بر صفحه مختلط در مبدا مختصات را در نظر مي           كره اي به قطر واحد،    

) دستگاه مختصات متعامدكره در )ςηξ ,,  
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iyxzبه ازاي هر نقطه . خواهد بود را بـه   ) ۰  , ۰  ,۱(  پاره خطي كه قطب شمال   در صفحه مختلط،=+

به عكس به ازاي هـر   . كند  قطع مي ) ل  غير از قطب شما   (  كره را در نقطه يكتايي        كند،  اين نقطه وصل مي   

 صفحه مخـتلط   نقطه واقع بر كره، غير از قطب شمال، امتداد پاره خط واصل بين اين نقطه و قطب شمال،       

بدين ترتيب يك تناظر يك به يك بين صفحه مختلط و كره ريمان كـه قطـب   . برد را در نقطه يكتايي مي    

ي برداشتن اين استثنا، يك نقطه آرماني بـه نـام نقطـه             برا. آيد   به وجود مي    شمال آن حذف شده است،    

اضـافه  C، بـه صـفحه مخـتلط     N، متناظر با قطـب شـمال      ) نشان داده مي شود    ∞كه با   ( بينهايت را   

} نمايش مي دهيم؛ بنابراين Ĉاين صفحه مختلط توسيع يافته را با . كنيم مي }∞∪= CĈ.  

Ciyxzكنيم    فرض مي  )، متناظر با نقطه    =+∋ )ςηξ  از كره ريمان باشـد، پـس بـا در نظـر     ,,

  :گرفتن مثلثهاي متشابه داريم
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ξηςبه عكس اگر  xyz  را بر حسب ,,   :  پيدا كنيم خواهيم داشت,,
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يك "(  اين روابط را در معادله يك دايره  از صفحه بر كره ريمان،) يا يك خط  (براي يافتن نگاره يك دايره 

  :از صفحه، يعني ) A=0خط اگر 

( ) 022 =++++ DCyBxyxA  

,كه در آن( دهيم  قرار مي , ,A B C D ADCB و ¡∋ 422   .، تا معادله خطي زير به دست آيد )+≤

( ) 01 =−+++ ςηξς DCBA  

  : برقراري رابطه بايد توجه داشت كه شرط تقاطع اين صفحه با كره ريمان،
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ADCBاست كه دقيقاً همان شرط       422 قعاً و مبين آن است كه معادله اصلي در صفحه مختلط، وا    +≥

)، قطب شمال    A=0به علاوه اگر    . معادله يك دايره است    .  در معادله يك صفحه صدق مي كنـد        1,0,0(

  :چون فصل مشترك يك صفحه با كره يك دايره است، نيمه اول قضيه زير به دست مي آيد

خطوط مستقيم، بر دوايـر     . شوند  در صفحه، بر دواير كره نگاشته مي       دواير و خطوط واقع      .۱قضيه  

  .شوند به عكس دواير كره بر دواير و خطوط صفحه نگاشته مي. شوند مار بر قطب شمال نگاشته مي

 فصل مـشترك ايـن     براي اثبات عكس قضيه، ملاحظه مي كنيم كه يك دايره واقع بر كره،    .برهان

  :كره با صفحه اي است مانند

0=+++ DCBA ςηξ  



  :و براي حصول اطمينان از تقاطع كره و صفحه بايد شرط
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   به صورت,xyاين معادله برحسب. برقرار باشد

( )( ) 022 =+++++ DByAxyxDC  

+≠0اگر. آيد  در مي  DC          0، اين معادله معرف يك دايره است؛ و چنانچه=+ DC ، )  يعني هنگـامي

  . ، اين معادله معرف يك خط مستقيم است ) كه دايره واقع بر كره از قطب شمال بگذرد

رساند كه هر دو خط واقع در صفحه يكـديگر را در نقطـه بينهايـت قطـع                    به ويژه اين مطلب مي    

  :ك ويژگي مهم ديگر تصوير گنجنگاشتي، ويژگي زير استي. كنند مي

  . تصوير گنجنگاشتي حافظ زاويه است.۲قضيه

 بي آنكه از كليت مساله كاسته شود، مي توانيم دو منحني متقـاطع در صـفحه را دو خـط              .برهان

)اما دو خط مستقيم در صفحه كه در نقطه          . مستقيم بگيريم  )oo yx ند، بر دو دايـره از كـره    متقاطع باش  ,

)شوند كه در نقطه  ريمان نگاشته مي   )ooo ςηξ و قطب شمال يكديگر را قطع مي كنند و اين دو دايره در ,,

  :اگر دو خط در صفحه خطوط. سازند نقاط تقاطع، زاويه اي مساوي با زاويه دو خط مي

0111 =++ CyBxA          0222           و =++ CyBxA  

   نگاره هاي گنجنگاشتي آنها به ترتيب در صفحات باشند،

( ) 01111 =−++ ςηξ CBA          و             ( ) 01222 =−++ ςηξ CBA  



مماسهاي مرسوم بر دوایر متناظر در قطب شمال، فصل مشتركهاي اين صفحات بـا  . قرار خواهند داشت 

  :خواهند بود، كه معادله هاي آنها به ترتيب ς=1صفحه 
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خواهند شد واضح است كه زاويه بين دو خط در صفحات مختلط، درست همان زاويه بين دو خط ممـاس               

                                 ▪ ).با صفحه مختلط موازي استς=1زيرا صفحه( در قطب شمال بر دو دايره متناظر است 

 كه اگر بخواهيم دقيق باشيم، بايد ثابت كنيم كه در تصوير گنجنگاشتي ويژگي               بايد توجه داشت،  

  .اما اين كار مستلزم استفاده از حساب ديفرانسيل و انتگرال است. ماند دارا بودن يك مماس محفوظ مي

 


