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  دسته خط 

 ـ متقارب يا مجموعه خط هاي گذرند ، دسته خط يک نقطه ميک صفحه را که بر      ي از   يي مجموعه خط ها   .فيتعر ا ي
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 ـ ، قطـر ا BC به مـوازات O که ازيخط.  حاصل شود  OBAC الاضلاع يمتواز  ـ  ين متـواز ي  شـود ،  ي الاضـلاع رسـم م
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  دستگاه توافقي که دو شعاع مزدوج آن بر هم عمودند 
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   ) يم توافقيتقس ( يلي تکميه هايقض  
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محل تقارب شعاع هاي توافقي باشد اين دسـتگاه را بـا نمـاد    Oهر يک از خطوط متقارب را شعاع توافقي مي نامند؛ اگر     

ABCDO   .نمايش مي دهيم −

  

C
  

  

)باشد ، آنگاه ABوسط پاره خط O اگر نقطه .۵قضيه  ) 1−=ABCD 2اگر و تنها اگر. OAODOC =.  



OAOB .اثبات   بنابراين . است AB وسط پاره خطO، زيرا نقطه ي =−

DBDACBCA // −=  

  :اگر وتنها اگر 

( ) ( ) ( ) ( )ODOBOAODOCOBOCOA −−=−− //  

  : معادل است با ين تساويو ا

( )( ) ( )( )OCOBOAODODOBOCOA −−=−−  

  :ميدار−OB يبه جاOA مقداريگذاريبا جا

( )( ) ( )( )OCOAOAODODOAOCOA −−−=−−−  

( ) ( ) ( )( )

( )

( )

2

2

2 2

2 2
2 2

OA OC OA OD OD OA OA OC

OA OD OC OA OC OD

OD OC OA OC OD OA

OA OC OD OC OD OA

OA OC OD OA OC OD

.

.

. .

. .

⇒ − + = − +

⇒ + − −

⇒ − + −

⇒ − = −

⇒ = → =

  

) .۶ه  يقض )ABCDO  از شعاع ها رسم شود يکي ي که موازي است ، اگر و تنها اگر ، هر خط   يک دستگاه توافق  ي−
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CACBDADB // )يعني = ) 1−=ABCD پسABCDO   . است يک دستگاه توافقي−

  

o

A

Q
PR

B

M

N
D

d
C

  

  

ABCDO اگر   .۷ه  يقض  ـ ي هر قـاطع ي روي توافقي باشد ، شعاع هايک دستگاه توافقي−  يم تـوافق يک تقـس ي

A′ ،B′,Cشعاع ها را در نقاطd اگر خط يعنيند ن کيمجاديا )قطع کند آنگاه ′Dو′ ) 1−=′′′′ DCBA.  

ABCDO اگر   .اثبات  ـي ي که مـواز   يه قبل هر خط   يک دستگاه توافق است پس بنابر قض      ي−  ي از شـعاع هـا     يک

OAا  يOBا  يOCا  يOD    ي شود پس هر خط    يجاد م ي آن ا  ي رو ي مساو يگر پاره خط ها   ي د يرسم شود توسط شعاع ها 

AO ي شعاع ها  يکه مواز  BOاي′ COاي′ DOاي′  آن  ي رو ي مـساو  يانده پاره خط ها    م ي باق يرسم شود توسط شعاع ها    ′



DCBAOه قبل ي شود پس بنابر عکس قضيجاد ميا )ا ي است يک دستگاه توافقي−′′′′ ) 1−=′′′′ DCBA  

  

o

A

C

B D
A

C

B D
d

d
  

  

ABCDO ي اگر در دستگاه توافق    .۸ه  يقض همـان  OBوOAمود باشـند آنگـاه      بر هم ع  OBوOA، دو شعاع    −

  گر خواهند بود و بر عکس ين دو شعاع ديه بي زاوي و خارجي داخليمسازهاين

EFCE شـکل     قبل ، مطابق   يه ها يم بنابر قض  ي کن يرسم م OA به موازات شعاع     يخطC ي از نقطه    .اثبات از =

 ـمساز ن ين ن ياست بنابرا OCFدر مثلث   CFعمود منصف ضلع    OEن  يبنابرا. عمود است   OBبرOA يطرف ز هـست ،    ي

. باشند  ∠COD يه خارج يمساز زاو ينOAعمود است پس    OBبرOAاست و چون    ∠COD يه  يساز زاو مينOB يعني

م داشـت  يخـواه OFEوOCE دو مثلـث   ي شود و بنـابر تـساو      يعمود م OBم بر   يرسم کن OA يمواز يخطCاگر از   

FECE )پس = ) 1−=ABCD  

  

o

A C B
D

FE

  



)اگر   .۹ه  يقض ) 1−=ABCD   و ( ) 1−=′′′′ DCBA  وAA BBو′ CCو′ DDن صورت   يمتقارب باشند در ا   ′  ـن′ ز ي

  )است ) ۷(ه يه عکس قضين قضيا. ( گذرد ياز محل تقارب م

AAمرکز تقاربO اگر .اثبات BBو′ CCو′ BAد تا امتداد يوصل کنOرا به Dباشد ، ′ بنابر . قطع کند Kرا در ′′

))  ۱جهينت( ) 1−=′′′ KCBA  ي، از طرف ( ) 1−=′′′′ DCBAيعني KوD′   پاره خطBA  بـه نـسبت     يرا به طور خـارج    ′′

BCAC ′′′′ DKکتا است ، پس ي ين نقطه اي چني کنند وليم ميتقس/ DD يعني؛ ≡′   .Oز از ين′

  

o

A

C

B D

A
C

B
D d

K

  

  

CBAاضلاع مثلث   ∆ قاطع   .۲ ي مسئله
∆

Cو′Bو′Aنقاط . قطع کرده است  NوMرا در     ي اضلاع طـور يرا رو′

. م کننـد ي تقـس يبا آن ضلع ، مورد نظر را به نسبت تـوافق ∆اطع م که هر کدام به همراه نقطه حاصل از تق      ي کن يار م ياخت

AA: د يثابت کن ′BB CCو′   )ري ز شکلمطابق.(همرس اند′

CBAدر مثلث MN قاطع ي منلائوس برايه يبنابر قض .حل
∆

  : م يدار

1=××
OA
CO

NC
BN

AB
AM  

)چون.)  باشديمACبا ضلع ∆محل برخورد خط Oکه ( ) 1=′CABMم يدار :  

BC
CA

MB
AM

′
′

=  



)ن از يو هم چن ) 1−=′BACO و( ) 1−=′NABC  

  

B

B

M
A

C

o N
A

  

  

  :م يب داريبه ترت

BA
CB

OA
CO

′
′

و=
CA
AB

NC
BN

′
′

=  

  : م ي منلائوس دارير در رابطه ين مقادي ايگذاريو با جا

1=
′

′
×

′
′

×
′

′
=××

BA
CB

CA
AB

BC
CA

OA
CO

NC
BN

MB
AM  

   يو از رابطه ABC سوا در مثلث يه يحال طبق عکس قض

1=
′

′
×

′
′

×
′

′
CA
AB

BA
CB

BC
CA  

Cو ′A′ ،B شود ، نقاط يجه مينت   .همرس اند′

CBA مثلث    .۳ي مسئله
∆

مي گيـريم بـه طـوري کـه     ) Cنزديک (BCرا نقطه اي روي امتداد D. مفروض است 



CDAC DCAنقطه ي تقاطع دوم دايره ي محيطي مثلث         Pفرض کنيد   . =
∆

را E. باشـد   BCاي بـه قطـر       با دايـره  

  .هم خط اند Dو F ،Eثابت کنيد . مي گيريمABباCPرا نقطه ي تقاطع FوACباBPي تقاطع  نقطه

)داده تا را امتداد BP مطابق شکل    .حل )ROC Pرا در ,′′ DCAچون . قطع کند ′
∆

، Cمتساوي الساقين است و 

O′  وP DPPAپس  ) چرا؟(بر يک استقامتند    ′
))
 ـ    ′=′ : داريـم    .  قطـع کنـد    ′Dرا در EF  ،BCر  طبق مسئله قبـل اگ

( ) 1−=′DFDQ)ئوس و سوا اين حکم را ثابت کنيدخودتان يکبار ديگر مي توانيد با کمک قضيه منلا (  

PPPFحال چون    PP، پس   ⊥′ DAPنيمساز زاويه   ′ PPاما  . است  ∠′ و PDنيز اسـت ، پـس       ˆDPAنيمساز  ′

DP   . منطبق است ′Dبر Dبر هم منطبق اند يا به عبارت ديگر ′

  

A

o
o

B

F

P

E P

C

D  

  

 قطر به وسيله ي دو هر).يعني چهار ضلعي اي که اضلاع رو به رو متقاطع اند(  در هر چهارضلعي کامل ، .۴ي مسئله

توجه کنيد که در چهار ضلعي هاي کامل ، خط واصل محل تلاقي اضـلاع رو      . قطر ديگر به نسبت توافقي تقسيم مي شود         

و نيـز  .  ثابت کنيد اواسط اقطار چهارضلعي کامل ، بر يک استقامتند      مي توانيد ن  ي چن هم. به رو يک قطر ناميده مي شود        

  . که از تلاقي اضلاع چهار ضلعي پديد مي آيند روي يک خط راست واقع اند يمراکز ارتفاعي چهار مثلث



) لـف اثبـات آنچـه در مـسئله گفتـه شـده معـادل اثبـات ا               : را در نظر مـي گيـريم        ABCD چهار ضلعي      .حل

( ) 1−=MLNO  ب(( ) 1−=BDIN  ج(( ) 1−=CATO     اثبـات ب و ج     .(رااثبات مي کنيم    ) الف(ما) . چرا؟(   مي باشد

  )که اثباتشان مانند الف مي باشد به عهده خواننده مي باشد 

) . الف.اثبات ) 1−=MLNO  

MLBبنا به قضيه سوا در مثلث 
∆

  : داريم 

  

A

B

C

MNL
O

D

T

  

                                                                                                                                                                                                                              

)۱(                                  1=××
CM
BC

AB
LA

NL
MN  

MLBو بنابه قضيه ي منلائوس در مثلث 
∆

  : داريم OACو مورب 

                                                                                   )۲(                                 1=××
OM
LO

AL
BA

CB
MC  

  :داريم ) ۲(و ) ۱(پس از ضرب 

                                                                                          ( ) 11 −=⇒=× MLNO
OM
LO

NL
MN  

CBAر مثلث متساوي الساقين      د .۵ي مسئله
∆

و دايـره اي کـه در       Hرا در   BCقاعـده   A، ارتفـاع نظيـر رأس       



BوC بر ساقه ها مماس است را درMوN ثابت کنيد چهار نقطه . قطع کرده استA ،H ،MوN يک تقسيم توافقي

  .تشکيل مي دهند 

CBA چون مثلث    .حل
∆

بـر  Bبر پاي نيمسازهاي داخلي و خارجي مرسوم از         OوMمتساوي الساقين است پس     

OA منطبق مي باشند.  

  : مي دانيم ) مطابق شکل(از طرفي 

1 2

3 4

2 2

2 2

BM MCB B

BN NCB B

ˆ ˆ

ˆ ˆ

= = =

= = =

) )

) )
  

  

B

AN

C

o H M

12
3

4

  

  

  :هستند ، پس Bمسازهاي داخلي و خارجي نظير راس نيBNوBMپس 

( ) 1−=AHMN  

را BC، امتـداد Hرا در ACوتر  ABقطر عمود بر    . را رسم مي کنيم     ACوAB در دايره اي دو وتر       .۶ي مسئله

  .قي تقسيم مي کنندرا به نسبت توافHKپاره خط NوMثابت کنيد . قطع مي کند NوMو دايره را در Kدر 

MBNB چون .حل KBHنيمساز  BM، کافيست ثابت کنيم     ⊥ مي باشـد ،    ABعمود منصف   MNچون  . است  ˆ



BHAH:نتيجه مي گيريم  =  

  

A

N

B

H C
M

KC

o

  

  

  :داريم

( ) 1

AH BH AHN BHN AN MC BN MC

MC MC C BM CBM KHMN

ˆ ˆ

ˆ ˆ

′= → = ⇒ + = +

′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ = −

) ) ) )

) )
  

روي CوBبه ترتيـب تـصاوير نقـاط    EوFباشد و ABCاز مثلث  Aپاي نيمساز نظير راس     Dاگر   .۷ي   مسئله

AD ثابت کنيد . باشند( ) 1−=ADEF  

BFA دو مثلث    .حل
∆

CEAو
∆

: بنابراين  . بنابه حالت دو زاويه مساوي ، با هم متشابهند          
AB
AC

AF
AE

دو مثلـث   . =

FDB
∆

EDCو
∆

: و بنابراين . نيز بنا به حالت دو زاويه با هم متشابهند 
BD
CD

FD
ED

=.  

  



A

B D
E

C

F

12

  

  

:پاي نيمساز است پس Dاز طرفي مي دانيم 
BD
CD

AB
AC

  :در نتيجه داريم =

( ) 1−=⇒=⇒= ADEF
FD
AF

ED
AE

FD
ED

AF
AE  

از مثلـث  Bبه ترتيب مراکز دواير محيطي ، محاطي داخلي و محاطي خـارجي نظيـر راس         bIوO  ،I .۸ي مسئله

ABC∆ثابت کنيد . هستند( )bHOIIA− يک دستگاه توافقي است.  

: از طرفـي داريـم      . مي باشند پس بـر هـم عمـود هـستند            Aنيمسازهاي داخلي و خارجي زاويه      IAAIb .حل

IAHOAI )در نتيجه . هم هست ∠HAOنيمساز زاويه IA پس   .∠=∠ )bHOIIA−طبق .(تيک دستگاه توافقي اس

  )۸قضيه 

  



A

B C

H
I o

I
b

  

  

ثابت کنيد روي اين خط نقطه اي وجود دارد که ايـن      . يک خط ودو نقطه در دو طرف آن داده شده اند             .۹ي مسئله

  .خط نيمساز زاويه بين دو خط گذرنده از نقطه فوق و دو نقطه مفروض باشد 

طـوري انتخـاب کنيـد کـه        ABرا روي امتـداد     Nقطـع کنـد ،      Mرا در   ABپاره خط   d فرض کنيد خط   .حل

( ) 1−=ABMN .  ازN   عمودي برd       فرود آوريد تا آن را درP ،قطع کند P     زيـرا   . نقطه مطلوب اسـتPNPM ⊥ ،

  .هستند ∠APBنيمسازهاي داخلي و خارجي زاويه NPوMPپس 

  

  

  

را روي خط گذرنده از آنها بـه گونـه اي           QوPنقاط  . مفروض اند   DوCوBوA چهار نقطه هم خط      .۱۰ي   مسئله

): بيابيد که  ) 1−=ABPQو( ) 1−=CDPQ.  

)يعني  PQ دايره به قطر     در اين صورت  .  مسئله را حل شده فرض کنيد        .حل )ROC ، يعني  ABبر دايره به قطر     ,



( )111 , ROC     و دايره به قطرCD   يعني ،( )222 , ROC    1، در نقاطM2وM   براي ديدن دليل اين ادعا بـه    . (عمود است

2برابرند با 2Cو1Cنسبت به دايره هاي Oبنابراين قوت هاي نقطه   ) بخش انعکاس مراجعه کنيد     
1OM2و

2OM که هر دو

بنابراين بـراي بدسـت   . قرار دارد 2Cو1Cروي محور اصلي دو دايره Oبنابراين  . هستند  Cشعاع دايره   مساوي مجذور   

را DوCوBوA، با خط واصل 2Cو1Cيعني محل تلاقي محور اصلي دو دايره        Oکافي است ، نقطه     QوPآوردن نقاط   

و به شعاع طول مماس ، دايره اي رسم کنيم تا در Oرسم کنيم و به مرکز 2Cيا1Cبه دست آوريم و از آن نقطه مماسي بر 

  .را قطع کندDوCوBوAخط واصل QوPنقاط مطلوب يعني 

  

M1 M2

A B
o o2o1

C1 C2C

DQC

  

  

CBA در مثلث    .۱۱ي   مسئله
∆

قطع کرده اند  بـه طـوري کـه     FوEوDاضلاع را در    CوBوAنيمسازهاي نظير   

o90=∠EDF . تمام مقدادير ممکن برايA∠را بيابيد.  

CBA مثلثدر اين صورت بنابر قضيه منلائوس براي. قطع کند Pرا در   BCامتدادEF فرض کنيد امتداد     .حل
∆

 و 

  :خواهيم داشت EFPقاطع 

1=××
EA
EC

FB
FA

PC
PB  



  :مي باشند ، داريم CوBپاي نيمسازهاي زاويه هاي FوEاز طرفي چون

AB
BC

EA
EC

و=
BC
AC

FB
FA

=  

  :با جايگذاري در رابطه منلائوس خواهيم داشت 

AC
AB

PC
PB

=  

است ، بنابراين    Aهم پاي نيمساز نظير راس      Dولي  
CD
BD

AC
AB

، پس   =
DC
DB

PC
PB

را بـه   D  ،BCوPيعنـي   .=

را نيز به نسبت تـوافقي تقـسيم        Q  ،EFوPقطع کند ، آنگاه     Qرا در   AD  ،EFاگر  . نسبت توافقي تقسيم مي کنند      

)کنند، زيرا مي )BCDPA− يک دستگاه توافقي است و قاطعي شعاع هاي آن را درFوQوEوP پس . است قطع کرده

FEQP      بنابراين  . هم يک تقسيم توافقي است( )FEQPD يـک دسـتگاه تـوافقي اسـت کـه دو شـعاع آن يعنـي                −

DEوDF      نيمـساز زاويـه هـاي داخلـي و خـارجي بـين دو شـعاع ديگـر ، يعنـي                    برهم عمودند ، پس اين دو شعاع ،

DQوDPبنابراين در مثلث . هستندCDA
∆

 ،DE نيمساز است ، پسECAEDCAD //   :در نتيجه . =

12
2

AB ACcos A
AD

AB AC

ˆ.
=

+
  

ˆ1پس بايد 
2
12 =ACos پسo120ˆ =A.  

  

F

D C P

E

A

B

Q

  



  با شرايط زير مفروض است ABCDEحدب  پنج ضلعي م.۱۲ ي مسئله

                                                                     DCDE =                       o90=∠=∠ DEADCB  

BCAEFBAFباشد کهABنقطه اي روي Fفرض کنيد  //   نشان دهيد . =

                                                                    BDCFEC ∠=∠                   ADEFCE ∠=∠  

  چون. مي ناميم Pرا AEوBC محل تلاقي امتدادهاي .حل

o90=∠=∠ PEDPCD  

را در نقطه PCDE، دايره محيطي چهارضلعي BDفرض کنيد امتداد . محاطي است PCDEبنابراين چهارضلعي 

Q   محل تلاقي   . قطع کندEQوAB راF BCAEBFFAثابت مـي کنـيم   . مي ناميم ′ // کـه نتيجـه مـي دهـد     ′′=

F DEDCاز آنجــايي کــه. مــي نــاميم Kرا PCو EQمحــل تلاقــي . منطبــق اســت Fبــر′  خــواهيم داشــت =

CQDEQD اسـت پـس   PDروبرو به قطـر ∠PQDاز طرفي زاويه .است ∠KQCنيمساز زاويه  BQبنابراين  . ∠=∠

o90=∠PQD .  پسPQبرBQ      عمود مي باشد پس چونBQ   نيمساز داخلي مثلثCQK
∆

است ، نتيجه مـي گيـريم   

PQ    نيمساز خارجي مثلثCQK
∆

CKBPنتيجه مي گيريم ) ۸(طبق عکس قضيه  پس  . مي باشد    تـشکيل تقـسيم   ,,,

)از . توافقي مي دهند  )PBKCD   :داريم −

                                                                                          ( )I                     
CB
CP

KB
KP

=   

BAPحال براي مثلث 
∆

EFKو قاطع    :قضيه منلائوس را به کار مي بريم ′

1=
′

′
AE
PE

KP
BK

BF
FA  

)پس با جايگذاري رابطه ي  )I داريم:  



AF KP AE
F B KB PE

AF CP AE AE
F B CB PE BC

′
= ×

′

′
= × =

′
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Q
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K

B
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PCPEتوجه کنيد که    .با هم مساويندPDEوPDCزيرا دو مثلث =

Fحال که ثابت کرديم    و ∠FECقـرار دارد ، پـس چـون زاويـه هـاي       EQروي خـط    Fاست ، پـس     Fهمان′

BDC∠    هر دو رو به رو به کمانQC
)

 مشابه ثابت مي کنيم اگر محل برخورد امتـداد  قيربه ط. هستند ، پس با هم برابرند

DA    با دايره محيطيPEDC  راT    ، بنـاميمF    روي خـطCT    پـس زوايـاي     . قـرار داردFCE∠وADE∠    رو بـه رو

ETکمان
)

  .هستند ، پس با هم برابرند و سوال حل شده است 

 نظير يک ضلع و محل تماس دايـره محـاطي            در هر مثلث ، مرکز دايره محاطي داخلي ، وسط ارتفاع           .۱۳ي   مسئله

  .خارجي نظير با آن ضلع ، بر يک استقامت اند



پـاي  DوAمرکز دايره محاطي خارجي نظير راس aIمرکز دايره محاطي و  A  ،Iارتفاع نظير راس    AH اگر   .حل

CBAدر مثلث Aنيمساز نظير راس 
∆

بنابراين . را به نسبت توافقي تقسيم مي کنند I،ADوaIباشد ، مشاهده کنيد که

)باشد ، BCمحل تماس دايره محاطي خارجي با ضلع   Pاگر   )aADIIP  ) ۸طبق قضيه ي ( يک دستگاه توافقي است −

گر دو پاره خط مـساوي روي   يعني موازي يکي از شعاع هاست ، پس توسط سه شعاع دي           aPIموازي  AHآنجايي که   واز

  .مي گذردAHوسط ازPIآن جدا مي شود ، يعني امتداد 

  

B

A

CP

Ia

I

D

  

  

  قطب و قطبي نسبت به دايره   

  .ابتدا به وسيله ي يک قضيه ي قطب و قطبي را تعريف مي کنيم 

، همه جفت قاطع هاي ممکن را بر دايره رسم کنيم و نقاط تلاقـي  Sقع بر دايره ، غير واP اگر از نقطه  .۱۰ي   قضيه

SAABآن ها با     ,,, مه بر يـک خـط   ، به ازاي هر جفت از خط ها ، ه    11BAوABبناميم ، آنگاه نقاط تلاقي خطوط       1Bو1

  )شکل الف و ب . ( قرار دارند dمانند 



  .ناميده مي شود S نسبت به دايره ;d، قطب خط P، و نقطه P، قطبي نقطه ي dخط 

  

  

  لف                                                                              با

  

  .به اختصار يادآوري شود ) نسبت توافقي ( قبل از تعريف دقيق قطب و قطبي بهتر است نسبت همساز 

  ) نسبت توافقي (= نسبت همساز  

BCACنسبت   حالتي که . را تقسيم مي کند ABنقطه اي است که پاره خط       C آن   را در نظر مي گيريم ، که در       /

C  وسطAB     باشد ، يعني وقتيACوBC               بـه قـسمي کـه      طول هاي مساوي و جهـت هـاي مختلـف داشـته باشـند

1/ −=BCAC    هم چنـين وقتـي بـراي چهـار نقطـه ي      . ، مورد علاقه ي خاص ماستABC نـسبت ناهمـساز   Dو,,

( ) ( )BDADBCAC   .را در نظر مي گيريم///

)حالت   ) ( ) 1/// −=BDADBCAC        ز دو نقطه ي يا مجزا مي کنيم ، در اين حالت يکي اC وD  داخل پاره خـط

AB      براي تشخيص اين وضعيت گوييم نقطه هاي   . و ديگري بيرون آن استC وD پاره خطAB    را بـه نـسبت همـساز



  .تقسيم مي کنند ) ت توافقي نسب=(

) .يک نماد  ) ( ) 1/// −=BDADBCAC     نقـاط   ) نـسبت تـوافقي     ( =  را نسبت همسازABC ابـا نمـاد    رDو,,

( ) 1−=ABCD نشان مي دهيم.  

  

  

  

از به صورت بردار هستند مثلاً منظوراره خط ها  تمام پ ) تقسيم همساز   ( =  توجه شود که در تقسيم توافقي        .۱نکته  

ABايAB
→

  .ايم  برسرابتداوانتها بردارنشان داده →بردار مي باشند که ما اين بردار را بدون علامت 

  

  

  

) اگر پاره خط هاي گستره همساز        .۱۱ ي قضيه ) 1−=ABCD    را از O،   نقطه ي وسط پاره خط AB، اندازه بگيريم

  :، با در نظر گرفتن اندازه و علامت خواهيم داشت 

2. OAODOC =  

مي دانيم اگر : اثبات 
d
c

b
a

: باشد، آنگاه =
dc
dc

ba
ba

−
+

=
−
+  

اين مسئله پس در 
DB
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CB
AC

  :مي باشد و داريم =−
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AC CB AD DB

+ −
=

− +
    



  

  

  :از طرفي داريم 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

AC CB AB AD DB AO
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)رابطه ⇒ )I  

ODOCOA
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AO .
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2

2
2 2

=⇒=⇒  

باشند ، به طوري که بـا در  ABدو نقطه ي خط DوCباشد ، و ABنقطه ي وسط پاره خط     O اگر   .۱۱عکس قضيه 

.2نظر گرفتن اندازه و علامت داشته باشيم  OAODOC ) :، آنگاه نشان دهيد = ) 1−=ABCD  

  ) به عهده خواننده (  تمام مراحل قضيه ي قبل را به صورت معکوس انجام دهيد .اثبات

  

  

  )الف       (                                                                 )          ب(                                

  



است نسبت بـه نقطـه هـاي    P، مکان هندسي مزدوج هاي توافقي   Oنسبت به دايره    P قطبي نقطه ي     .۱تعريف  

را قطب مکان ذکر شده مي گويند ، يعني اگر يک خط    Pبرگذرد ، نقطه ي     Pغيرمشخصي که بر    برخورد دايره با هر خط      

)(1قطه اي باشد که داشته باشيم ن1Mقطع کند و 2Fو1Eدايره را در Pگذرنده از نقطه ي  111 −=PMEF و به طريق

,...,2وEEn,...,2مشابه براي    FFn       نيـز داشـته باشـيم( ) 1222 −=PMEF،...،( ) 1−=nnn PMEF    آنگـاه نقـاط

12 ,,, MMMn Kاقطبي نقطه وي يک خط قرار دارند که اين خط رهمگي رPبالاشکل(. گوييم (  

)است اگر   .FوEنسبت به نقاط    Pوارون يا مزدوج توافقي نقطه ي       M گوييم نقطه    .نکته ) 1−=EFPM  باشد .

  :يا به عبارتي 

EM
FM

PE
FP

−=  

  

  

  

.22)است EFوسط ′Oکه( FOEOPOMO ′=′=′′  

Oکه( .22) است MPوسط ′′ POMOFOEO ′′=′′=′′′′  

ر ا قطـب خـط   Pنـسبت بـه دايـره يـا بـراي دايـره ، و نقطـه ي                  Pرا خط قطبي نقطه ي      MQ خط   .۲تعريف  

MQکه . نامند  ميMQ گفته شد ۱همان خط گذرنده از است که در تعريف .  



کـه از آن نقطـه مـي گـذرد     طـري  هر نقطه نسبت به دايره خطي اسـت مـستقيم ، عمـود بـر ق        يقطب .۱۲ قضيه

  ) ب  و الف شکل(

  

E

N

P

  

  )ب(                                                                 )الف(

  

همخط مـي باشـند را در نظـر         Pکه با نقطه ي ثابت و مفروض        FوE، دو نقطه    1C روي دايره ي مفروض      .اثبات

گذرد و  ميPز است که ا1Cقطري از دايره AB. باشد FوEنسبت به نقاط Pمزدوج توافقي Mفرض کنيد . گيريم مي

Q از نقطه ي پاي عمود مرسومM بر قطرAB مي باشد.  

، مـزدوج تـوافقي   Mاز اينکـه   . مـي باشـد     2Cقطر دايره   PMاست ، پس    قائمه  ∠PQMزاويه  2Cدر دايره   

P    نسبت به نقاطEوF      2:است ، نتيجه مي شود
222 . POFOEO وسـط قطـر    و2Cمرکـز دايـره     2Oکـه در آن     =

PM  از طرفي   . استNOPO 22 2، پس  ) مي باشند   2Cچون هر دو شعاع دايره      ( =
222 . NOFOEO با توجه به . =

شـعاع دايـره    NO1پـس   . مي باشد   1Cخط مماس بر دايره     NO2 مي شود که   نتيجه1Cنسبت به دايره    2Oقوت نقطه   

1C در نقطه يN برNO2دو دايره متعامدند ( .عمود است(.  

نسبت به 1Oمماس است ، حال با توجه به قوت نقطه ي 2Cبر دايره  NO1جه مي شود که     از عمود بودن دواير نتي    



2:داريم  2Cدايره  
111 . NOQOPO مـي باشـند ، پـس       1C، هر سه شعاع هـاي دايـره         AO1وBO1و  NO1چون  . =

NOBOAO 111   :و با جايگذاري داريم ==

                 )1OوسطAB (     2
1

2
1

2
111 . BOAONOQOPO ===                                     

نقطه ثابتي است و مستقل Qپس . مي باشد BوAنسبت به نقاط Pمزدوج توافقيQو اين به معني اين است که 

  .مي باشد ، و بدين ترتيب قضيه ثابت مي شود1Cروي دايره FوEاز انتخاب 

  نتايج

آن ، بر قطري از دايره کـه از         )dخط  (نسبت به دايره اي مشخص      ) Pمانند( خط قطبي يک نقطه داده شده        .الف

Pنقطه ي ( مي گذرد ، عمود است که پاي عمود مرسوم         ) Pنقطه  (نقطه   : يعني . نسبت به دايره است P، وارون نقطه ) ′

2. OAPOOP   ) شکل هاي الف و ب ( ′=

  

A o P B P

d

op.op=oB2

A o B

d

op.op=oB2

P
P

  

  )ب             (                                                    )            الف(

  

 خـط رسـم   ن قطب يک خط داده شده نسبت به يک دايره ، وارون پاي عمودي است که از مرکـز دايـره بـر آ         .ب



  ) بالاشکل الف و ب . ( شود  مي

P، وارون نقطه d يعني در شکل ، قطب خط .توضيح   .مي باشد P، يا همان BوAنسبت به ′

  نکات 

قطب خط مماس بر دايره ، .  خط قطبي يک نقطه از دايره ، خطي است که در آن نقطه بر دايره مماس است           .۲نکته  

  :طه واقع بر دايره ، برخود آن نقطه منطبق است زيرا وارون يک نق. ي تماس آن خط با دايره است  نقطه

  

K‰¤

  

  

2OP OP R
OP R P P

OP R

. ′ =  ′ ′⇒ = ⇒ ≡
= 

  

هر خـط واقـع در   . ايره نسبت به آن دايره يک خط قطبي دارد به جز مرکز دايره   ک د ي هر نقطه از صفحه      .۳نکته  

  .صفحه يک دايره ، يک قطب دارد ، به جز خط هايي که از مرکز دايره مي گذرند 

اگر قطـب خـارج دايـره    ) ري ز شکلمطابق(.قطب داخل دايره باشد ، خط قطبي دايره را قطع نمي کند اگر  .۴نکته  

 رسـم مـي شـوند ،    هبـر دايـر  ) Pنقطه ( باشد ، خط قطبي آن خطي است که از نقطه تماس مماس هايي که از آن نقطه              

  ) ب ري ز شکلمطابق. (گذرد  مي



o P P o P P

T

T

  

  )الف     (                                             )               ب(

  

ايـن قـضيه از     . خواهد گذشت   Pهم از   Qبگذرد ، خط قطبي     Q، از نقطه ي     P اگر خط قطبي نقطه ي       .۱۳قضيه

  .اثبات مي کنيم ن را قطب و قطبي است ، اکنون آپرکاربردترين قضيه هاي

ــات P .اثب ــاط   ′Qو ′ ــب وارون نق ــه ترتي ــره   QوPب ــه داي ــسبت ب )ن )ROC ــم   , ــس داري ــستند ، پ ه

:QOOQRPOOP ′==′ .. 2  

PQPQچهار ضلعي  QPPQQPمحاطي است و ′′ PQاز طرف ديگر . ∠′=∠′ است ، زيرا از Pخط قطبي نقطه ′

Q) و وارون ) طبق فرض مسئلهP ، يعنيP′ پس. مي گذردo90=′∠ QPPجهيودرنتo90=′∠ QQPباشديم .  

QPخط  QP، پس ) طبق تعريف خط قطبي ( عمود است OQ، مي گذرد و بر ′Q، يعني Qاز وارون ′ ي خط قطب′

QPاست و چون Qنقطه    ) ري ز شکلمطابق. (مي گذرد قضيه ثابت شده است Pاز′

  



C

Q

Q’

o P’ P

  

  

هر .  دو نقطه را که خط قطبي يکي از نقطه ديگري بگذرد ، نقطه هاي مزدوج نسبت به دايره قطبي نامند    .۳تعريف  

شکل الف ( قع بر خط قطبي آن نقطه ا بي نهايت نقطه ي مزدوج دارد ، که عبارتند از ، همه نقطه هاي ونقطه ي داده شده ،

  ) .و ب 

  

o P o P

.....

A1

A2

A3

An

.....

A1

A2

A3

An

  

  )ب       (                                                           )                   الف(                                 

  

  .رکز دايره هم  خط باشند ، آن گاه نسبت به دايره وارون يکديگرنداگر دو نقطه مزدوج ، با م

  

  .قرار دارد pنيز روي خط qآن گاه قطب خط . باشد q، روي خط p اگر قطب خط .۱۴قضيه 



هر .  يک ، روي ديگري قرار دارد را ، خط هاي مزدوج نسبت به دايره مي نامند             دو خط که قطب هاي هر      .۴تعريف  

  )شکل الف و ب . ( خط داده شده ، بي نهايت خط مزدوج دارد ، که عبارتند از ، خطوطي که از قطب آن خط مي گذرند 

  

a1

a2 a3

o
o ˆi K‰¤

ˆi K‰¤

ƒ»oŸ¶ ˆi ƒ»oŸ¶ ˆi  

  )ب   (                                                                      )  الف(

  

  ) . شکلمطابق( قطب هاي تمام خط هايي که بر يک نقطه مي گذرند ، بر خط قطبي اين نقطه قرار دارند .۱۵قضيه 

 ـ ي که رو  يي تمام نقطه ها   ي ها يقطب .۱۶ه  يقض  ـ قطـب ا   يازنقطـه   ;ک خـط باشـند    ي  ـي;گذرنـد ين خـط م   ي  يعن

  )ري زمطابق شکل.(همرسند

  

o

A1

A2

An

..a1 a2 a3  

  

ي   خارج از دايره قطع کنند ، اين دو خط نسبت به دو مماسي که از نقطـه  اگر دو خط مزدوج ، يکديگر را    .۱۷قضيه  



  ) ري ز شکلمطابق. (برخورد آن ها بر دايره رسم مي شوند ، مزدوج همسازند 

  

T

T

R

Q

P

  

  

مماس هـاي  Pاز نقطه .  خارج از دايره قطع کنند Pيکديگر را در نقطه ′∆و∆ فرض کنيد دو خط مزدوج .اثبا ت 

PTوTP TT، خط ۴طبق نکته . را رسم مي کنيم     ′ TTبـا  ′∆و∆محـل برخـورد خطـوط    . اسـت  Pقطبي نقطـه  ′ را ′

QوR مي ناميم.  

  رويPاز طرفـي نقطـه   ) ۴تعريف (مي باشد   ∆بر روي خط    ′∆چون دو خط مزدوج هستند ، بنابراين قطب خط          

)روي خط قطبي    ∆قرار دارد ، پس قطب      ′∆خط   )PTT محـل برخـورد    ′∆بنـابراين قطـب      ) . ۱۳قـضيه   ( قـرار دارد    ′

TTو∆   .مي باشد Q، يعني همان ′

نـسبت بـه نقطـه هـاي     Q، مکان هندسي مزدوج هاي توافقي Cنسبت به دايره Qاز آنجا که خط قبلي نقطه ي  

TTمانند  ( برخورد دايره با هر خط دلخواهي        مـزدوج  R، بنـابراين     ) ۱طبـق تعريـف     ( مي گذرد ، مي باشد      Qکه از   ) ′

TوTنسبت به   Q) همساز  ( = توافقي   )مي باشد و داريم     ′ ) 1−=′QRTT    بنـابراين ،( )QRTTP  ـ    −′ ط يـک دسـته خ

  .همساز هستند

  



  تبديل به وسيله ي قطب و قطبي   

)را در نظر گرفتـه و     ... وCوBوA با رئوس    يک چند ضلع  يهر گاه    )aو( )bو( )cـ... و   آن ي هـا  راسي هـا يقطب

 آن ي متواليد که ضلع هاي آي به دست ميگري ديچند ضلع) ري ز شکلمطابق(م ي دلخواه را بدست آوريره اينسبت به دا  

( )aو( )bو( )cم يي گوي، م)  است يو با هم مساين دو چند ضلع   ي ا يواضح است که تعداد راس ها و ضلع ها        ( هستند  ... و

  .م يل کرده اي دوم ، تبدي به چند ضلعي قطب و قطبيله ي اول را به وسيچند ضلع

يکي ، قطب يک ضلع از ديگري و هر ضلع يکي قطبي يک راس از ديگري است ،       هر راس    ين چند ضلع  يچون در ا  

  .دو شکل را قطبي متقابل يا قطبي معکوس مي خوانند 

ي متقابل ، هر راس از يکي قطب ديگري و هر ضلع يکي قطبي يک راس از ديگري است  در دو شکل قطب .۱۸قضيه  

  )ري ز شکلمطابق(

  

  

  

  شـکل  مطـابق . ( اگر دو نقطه يک دايره ، نسبت به دايره ديگري وارون باشند، آنگاه دو دايره متعامدند                 .۱۹قضيه  

  )زير



نـسبت بـه نقـاط      Pمـزدوج   Mبا دايـره دوم مـي گيـريم ، از اينکـه             EF محل برخورد خط     راPوM .اثبات

EوF است ، نتيجه مي شود:  

2)مي باشد PMوسط 2Oکه (    
222 . POFOEO =  

NOPOاز طرفي  22   :پس با جايگذاري داريم ) . هستند 2Cچون هر دو شعاع دايره ( =

2
2

2
222 . NOPOFOEO ==  

مماس است و از آنجـا کـه   1Cبر دايرهN، در نقطه NO2د کهنتيجه مي شو1Cنسبت به دايره 2Oاز قوت نقطه    

  .عمود مي باشد و حکم ثابت شده است NO2برNO1شعاع در نقطه تماس بر خط مماس عمود است ، 
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ا، که با مرکز دايره دوم هم خط باشـند ،  د ، هر دو نقطه اي از يکي از آنه  دو دايره متعامد باشن    اگر   .۱۹عکس قضيه   

  . وارون اندنسبت به دايره دوم همخط باشند ، نسبت به دايره دوم

حال با توجه به قوت نقطـه  ) شکلطابق م.(مماس است 1Cبر دايره  NO2: تعامد بودن دو دايره داريم      م از   .اثبا ت 

2: داريم  1Cنسبت به دايره    2Oي  
222 NOFOEO NOEOFOچون  . ⋅= 222 مي باشند 2Cهر سه شعاع دايره  ,,

 ،NOEOFO 222   : ، و با جايگذاري داريم ==

  )                  2O وسطPM 2)     مي باشد
2

2
2

2
222 . MOPONOFOEO ===  



  .مي باشد BوA، نسبت به نقاط P) مزدوج همساز ( = ، مزدوج توافقي Qبه اين معني که 

 مطابق( اگر دو دواير متعامد باشند نقاط انتهايي هر قطري از يک دايره ، نسبت به دايره ديگر ، مزدوجند  .۲۰قضيه  

  )ري زشکل

  . دو دايره متعامدند اگر ، شعاع دو دايره در نقطه برخورد دواير ، بر هم عمود باشند .يادآوري

  . ، از ديگري بگذرد ، نقطه هاي مزدوج نسبت به دايره مي نامند دو نقطه را که خط قطبي يکي.يادآوري

)به مرکز دايره Pکه از نقطه   PO خط   .اثبات قضيه  )C رسم مي شود ، دايره( )C′ را مجددا در وارونP به نسبت

( )C     يعني نقطه ي ،S     خط قبلي نقطه    . ، قطع مي کندP   در نقطه وارونP ) يعنيS ( بر قطر گذرنده از نقطهP )  قطـر

QQ )نسبت به دايره    Pمحل برخورد خط قطبي     ′Rحال اگر   . عمود است ) ′ )C  با دايره ،( )C′   زاويـه  . در نظـر بگيـريم

90=′∠ RPS    يا به عبارتي    . قائمه خواهد بودRP )قطري از دايره    ′ )C′   از آنجا که فقط يک قطـر از نقطـه ي    . مي باشد

P مي گذرد ، بايدR′همانR پس . باشدR روي قطبي نقطهP نسبت به دايره( )C مي باشد و حکم ثابت شده است .  
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 اگر دو نقطه انتهايي قطري از يک دايره ، نسبت به دايره اي ديگر مـزدوج باشـند ، آن دو دايـره     .۲۰عکس قضيه   

  .متعامدند 

)نسبت به دايره Pخط قطبي مزدوج يکديگرند ، نتيجه مي شود   QوP از اينکه    .اثبات )C′ از نقطهR  مي گـذرد



در PRرو بـه رو بـه قطـر         Sچـون   ( PSR∠=90از طرفي زاويه     ) ۱۲قضيه  ( عمود است   POو بر   )  بالا  شکل مطابق(

)دايره )C   بنابر آنچه گفته شد ، نتيجه مي گيريم که    . مي باشدRS خط قطبي نقطهP  نسبت به دايـره( )C   مـي باشـد .

)نسبت به دايره    Pه  ، وارون نقط  Sبنابراين نقطه    )C   متعامد خواهند بود و حکم ثابت شده       ۱۹پس طبق قضيه    . مي باشد 

  .است 

  

  

 


